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فصم أل 

طزي فٕريّ ٔ اَتگزال فٕريّ 

ايٍ دٔ يغئهّ ًْٕاسِ ثّ ػُٕاٌ دٔ يغئهّ ثُيبدي دس سيبضيبت كبسثشدي يطشح يي ؽٕد . فٕسيّ داَؾًُذي ثٕد كّ َظشيّ عشي فٕسيّ ٔ اَتگشال فٕسيّ سا ثُيبَگزاسي ًَٕد 

 .

.  اص تؼشيف تٕاثؼي ثّ َبو تٕاثغ يتؼبيذ دبفم يي ؽٕد :اصم طزي فٕريّ ٔ اَتگزال فٕريّ 

:  سا ثش ْى ػًٕد يب يتؼبيذ َبييى اگش داؽتّ ثبؽيى f(x) ٔ g(x)دٔ تبثغ  : (ػًٕد ثش ْى  )تٕاثغ يتؼبيذ 

 f x . g x dx = 0
b

a

 

 ( يتؼبيذَذ a ٔ b دس ثبصِ f ٔ g ):  يختهظ ْغتُذ داسيى f ٔ  gدس دبنت كهي كّ تٕاثغ 

 f x . g∗ x dx = 0
b

a

 

 ثشْى ػًٕدَذ ؟ π ٔ π–دس ثبصِ f(x)=sinx ٔ  g(x)=cosxآيب تٕاثغ  – 1يثبل 

 f x . g x dx =
π

–

 sinx . cosxdx =
ππ –

 
1

2
sin2x dx = 0

ππ – π 

 ( ∋Zn & m)يتؼبيذَذ ؟  [2π ٔ 0]     دس ثبصِ f(x)=sinx ٔ  g(x)=cosxآيب تٕاثغ - 2يثبل 

 sinx . cosxdx =
2π

0

 
1

2
{sin n + m x + sin n − m x} dx = 

2π

0

1

2
{ sin n + m xdx +

2π

0

 sin n − m x dx} = 0
2π

0

 

 

.  فٕسيّ َؾبٌ داد كّ يي تٕاٌ ْش تبثغ يتُبٔة سا ثّ يجًٕػّ اي اص ثي َٓبيت تبثغ يتُبٔة ٔ يتؼبيذ ثغظ داد :لضيّ طزي فٕريّ 

f(x)=  يتؼبيذ ٔ يتُبٔة تٕاثغ 

: فشيٕل ثغظ عشي فٕسيّ ثّ ؽكم صيش اعت . دس ايٍ عشي تٕاثغ يتؼبيذ ًْبٌ تٕاثغ عيُٕعي ٔ كغيُٕعي تؼشيف يي گشدَذ 

𝐟 𝐱 =
𝐚𝟎

𝟐
+   𝐚𝐧 𝐜𝐨𝐬

𝐧𝛑𝐱

𝐓
+ 𝐛𝐧 𝐬𝐢𝐧

𝐧𝛑𝐱

𝐓
 

∞

𝐧=𝟏

 

:  ثبؽذ دس َتيجّ داسيى 2πيمذاس f(x)فشك كُيذ دٔسِ تُبٔة تبثغ

f x =
a0

2
+   an cos nx + bn sin nx =

a0

2
+ a1cosx + b1sinx + a2cosx + b2sinx + ⋯…… .

∞

n=1

 

 ثّ ػذد :َكتّ 
a0

2
.  عيگُبل گفتّ يي ؽٕد DC  افطلادب عطخ يتٕعظ عيگُبل يب عطخ 

 ضشايت :َكتّ 
a0

2
 ٔ  a1 ٔb1 ٔ .......(an ٔbn)  يُظٕس اص يذبعجّ عشي فٕسيّ يك تبثغ يذبعجّ ايٍ . ثّ ػُٕاٌ ضشايت يجٕٓل دس عشي فٕسيّ يطشح يي ؽٕد

)ضشايت 
a0

2
ٔ an ٔbn )  لشاس دادٌ آٌ دس فشيٕل عشي فٕسيّ يي ثبؽذ ٔ .
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:  يي تٕاٌ َؾبٌ داد كّ يي تٕاٌ ايٍ ضشايت سا اص عّ فشيٕل صيش ثذعت آٔسد :َكتّ 

𝒂𝟎 =
𝟐

𝑻
 𝒇(𝒙)
𝑻

𝒅𝒙 

𝒂
𝒏=

𝟐

𝑻
 𝒇 𝒙 .𝒄𝒐𝒔

𝟐𝝅𝒏𝒙

𝑻
𝒅𝒙

𝑻

 

𝒃
𝒏=

𝟐

𝑻
 𝒇 𝒙 .𝒔𝒊𝒏

𝟐𝝅𝒏𝒙

𝑻
𝒅𝒙

𝑻

 

.  تجضيّ يك عيگُبل ثّ يجًٕػّ اي اص تٕاثغ عيُٕعي ٔ كغيُٕعي :طزي فٕريّ اس ديذگاِ تزق 

: يزاحم يحاطثّ طزي فٕريّ 

تؾخيـ دٔسِ تُبٔة   ( انف

 DCتؾخيـ عيگُبل  (ة

تؼييٍ دٔسِ تُبٔة   (ج

 a0  ٔ an  ٔ bnيذبعجّ  (د

 دس فشيٕل عشي فٕسيّ a0  ٔ an  ٔ bnلشاس دادٌ  (ِ

يطهٕثغت يذبعجّ عشي فٕسيّ تبثغ صيش ؟ - 3يثبل 

1                                                                                                                                             

                                                                                                                     π                                                             −π 

 

                                                                                                                                               -1 

 

 

a0=0                      ٔ                T = 2 π 

 

an   =  
2

T
 f x . cos  

2πnx

T
 dx =

2

2π
 f x . cos

2πnx

2π
 dx =

1

π
{ 

cos nx dx −  cosnx dx =
4

nπ
  .   sin

π

2

3π

2

π

2

π

2

−π

2
2πT

 

 

  bn=   
2

T
 f x . sin  

2πnx

T
 dx =

2

2π
 f x . sin

2πnx

2π
 dx =

1

π
{ 

sin nx dx −  sin nx dx = 0
3π

2
π

2

π

2
−π

2
2πT

 

f x =  (
4

nπ
  . sin

nπ

2
)    cosnx

∞

n=1

 

دس يثبل فٕق ْبسيَٕيك ْبي صٔج ثشاثش ففش ٔ .  دبفم يي ؽٕد كّ ثّ ْبسيَٕيك ْبي عيگُبل افهي يؼشٔف ْغتُذ f(x) يمذاسي ثشاي ∞ تب 1 اص nثب يمذاس دادٌ ثّ 

. ْبسيَٕيك ْبي فشد يمذاس داسَذ 
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.  ييم يي كُذ f(x)فٕسيّ َؾبٌ داد يجًٕع تٕاثغ عيُٕعي ٔ كغيُٕعي دس ثغظ فٕق دس ثي َٓبيت ثّ تبثغ 

دس عشي فٕسيّ فٕق جًهّ . ثغظ عشي فٕسيّ گٕيُذ  (افهي  ) اعت ْبسيَٕيك أل f(x) ثّ جًهّ اي كّ دس ثغظ عشي فٕسيّ داساي فشكبَظ ثشاثش ثب فشكبَظ :َكتّ 

. ْغتُذ .... أل ْبسيَٕيك أل ٔ جًلات ثؼذي ثّ تشتيت ْبسيَٕيك ْبي عٕو ٔ پُجى ٔ 

ثّ . دس ايٍ تذميك يؾخـ ؽذ كّ ًّْ تٕاثغ يتُبٔة عشي فٕسيّ َذاسَذ.  دسيكهّ ؽشايظ َٕؽتٍ عشي فٕسيّ سا ثشاي تٕاثغ يتُبٔة تذميك ًَٕد :شزايط دريكهّ 

: طٕس كهي تٕاثؼي كّ داساي ؽشايظ صيش َجبؽُذ داساي عشي فٕسيّ ْغتُذ 

 . َجبؽذ دس يك دٔسِ تُبٔة يطهمب اَتگشال پزيش f(x) اگش تبثغ (انف 

 

  

 

 

 f(x)=sin.       ثبؽذ َبيذذٔد اگش تبثغ داساي يبكضيًى يب ييُيًى ْبي (ب 
1

x
 

.   ثبؽذ َبيذذٔد اگش تبثغ داساي َبپيٕعتگي  (ج 

 

 

 

 

 

 

 

. ثُبثشايٍ دس فٕستي كّ تبثؼي ْيچ يك اص عّ يذذٔديت فٕق سا َذاؽتّ ثبؽذ داساي عشي فٕسيّ اعت 

: حالات خاص طزي فٕريّ 

: دس ايٍ دبنت داسيى .  سا يذبعجّ كُيى a0 ٔ anثُبثشايٍ فمظ كبفي اعت ضشايت .  اعت  صفز𝐛𝐧 ثبؽذ ٔاضخ اعت كّ ضشيت سٔج f(x) اگش (انف 

𝐚𝟎 =
𝟒

𝐓
 𝐟 𝐱 𝐝𝐱

𝐓
𝟐 

𝟎

 

𝐚𝐧 =
𝟒

𝐓
 𝐟 𝐱  .  𝐜𝐨𝐬  

𝟐𝛑

𝐓
𝐧 𝐱   𝐝𝐱

𝐓
𝟐 

𝟎

 

 

:  ْغتُذ دس َتيجّ داسيى  صفز𝐚𝟎 ٔ 𝐚𝐧ضزاية ثبؽذ ٔاضخ اعت كّ فزد f(x) اگش (ب 

𝐛𝐧 =
𝟒

𝐓
 𝐟 𝐱   .   𝐬𝐢𝐧  

𝟐𝛑

𝐓
𝐧 𝐱  𝐝𝐱

𝐓
𝟐 

𝟎
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يُبعت تبثغ ثّ عًت ساعت يب چپ ايٍ تبثغ سا ثّ يك تبثغ صٔج يب فشد تجذيم  (ؽيفت  ) دس ثؼضي اص يغبئم كّ تبثغ َّ صٔج ٔ َّ فشد اعت يي تٕاٌ ثب اَتمبل  :َكتّ 

. ًَٕد 

                                            عشي فٕسيّ تبثغ صيش سا ثذعت آٔسيذ ؟                                                                                                            – 4يثبل 

f(x)                                                                                                                                                         

                                                                                                                                                        1 

                                                                                                                                                       

                                                                                                             

                                                                                                             
3

2
                   
1

2
                          

−1

2
  

                                                                                                           

                           

: ثب ؽيفت ثّ چپ داسيى 

 

                                                                                                                  g(x) 

                                                               

                                                                                                               1 

 

                                                                                  

                                                                                       1                                                               1- 

:  ففش اعت ٔ داسيى bn سا ثذعت آٔسيى ٔ چٌٕ ايٍ تبثغ صٔج اعت g(x)دبل كبفي اعت عشي فٕسيّ تبثغ 

a0 =
4

T
 g x dx =

4

2
  1 − x dx = 2   1 − x dx = 1

1

0

2
2 

0

T
2 

0

 

an =
4

T
 g x  . cos   

2π

T
n x dx = 2   1 − x cos πn x dx =

2

n2π2

1

0

T
2 

0

   (1 − cos nπ) 

g(x)=
1

2
+  (

4

n2π2

∞

n فشد

  cos n πx) 

g(x)=1-x  => f(x)=g(x-
1

2
) 

f(x)= 
1

2
+  

4

n2π2

∞

n فشد

  cos[ n π(x −
1

2
)] 

 عشي فٕسيّ ْش تبثغ يتُبٔة دس ْش َمطّ پيٕعتگي تبثغ ثّ خٕد تبثغ ٔ دس ْش َمطّ َبپيٕعتگي تبثغ ثّ ييبَگيٍ دذ چپ :ضيّ پيٕطتگي در طزي فٕريّ ق

. ٔ ساعت تبثغ ًْگشا يي ثبؽذ 

 

 

 

 

 

www.jozve.org

www.jozve.org



5 
 

ألا عشي فٕسيّ تبثغ صيش سا يذبعجّ كُيذ ؟ ثبَيب ثب اعتفبدِ اص پبعخ دبفهّ يمذاس عشي - 5يثبل 
1

12 +
1

22 +
1

32 +   سا ثذعت آٔسيذ ؟⋯

        

                                                                                                      

                                                                                                                       𝑥2 

                                                                                                          2π 

 :ألا 

𝑎0 =
2

2π
 𝑥2

2π

0

𝑑𝑥 =
8π2

3
 

𝑎𝑛 =
2

2π
 𝑥2

2π

0

 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
4

𝑛2
 

𝑏𝑛 =
2

2π
 𝑥2

2π

0

 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
−4π

𝑛
 

𝑓 𝑥 =
8π2

6
+   

4

n2
cos nx −

4π

𝑛
sin nx 

∞

𝑛=1

 

 : ثبَيب 

f(0)=
0+4π2

2
= 2π2 

=> 𝑓 0 =
8π2

6
+  

4

n2

∞

𝑛=1

= 2π2 

=>   
1

12
+

1

22
+

1

32
+ ⋯ =  

π2

6
 

 

ايب ثشاي تٕاثغ . ًْبَطٕس كّ لجلا ثيبٌ ؽذ عشي فٕسيّ سا يي تٕاٌ ثشاي تٕاثغ يتُبٔة تؼشيف ًَٕد  :تعييٍ طزي فٕريّ تزاي تٕاتع غيز يتُأب 

 :غيش يتُبٔة َيض يي تٕاٌ ثّ سٔؽٓبي صيش عشي فٕسيّ تؼشيف ًَٕد 

 ( ْب yلشيُّ َغجت ثّ يذٕس : تبثغ صٔج  ) تبثغ سا ثّ ؽكم صٔج يتُبٔة يي كُيى :رٔع أل 

 . َٕؽتّ ؽذِ اعت َيى دايُّ كظيُٕطي (طزي  )تظط  آٌ ففش اعت ٔ افطلادب يي گٕيُذ ثشاي ايٍ تبثغ 𝑏nثب تٕجّ ثّ ايُكّ ايٍ تبثغ صٔج اعت ضشايت 

 (لشيُّ َغجت ثّ يجذا يختقبت : تبثغ فشد  ) تبثغ سا ثّ ؽكم فشد يتُبٔة يي كُيى :رٔع دٔو 

 . َٕؽتّ ؽذِ اعت َيى دايُّ طيُٕطي (طزي  )تظط  ففش اعت ٔ افطلادب گفتّ يي ؽٕد ثشاي ايٍ تبثغ 𝑎0  ٔ 𝑎nدس ايٍ دبنت ضشايت 

 . يتُبٔة كشدٌ تبثغ ثّ فٕست يك تبثغ َّ صٔج ٔ َّ فشد :رٔع طٕو 

 (دس فٕستيكّ دم يغئهّ ثّ خٕديبٌ ٔاگزاس ؽٕد  ) سٔػ دٔو اعت –ثب تٕجّ ثّ دجى يذبعجبت سادتتشيٍ سٔػ 

 .  ْش تبثغ غيش يتُبٔة سا يي تٕاٌ يك تبثغ يتُبٔة ثب دٔسِ تُبٔة ثي َٓبيت دس َظش گشفت :رٔع چٓارو 

 . ثّ عًت ثي َٓبيت عشي فٕسيّ ثّ اَتگشال فٕسيّ تجذيم يي ؽٕد Tثب ييم كشدٌ . سا ثّ عًت ثي َٓبيت ييم دْيى Tثُبثشايٍ يي تٕاٌ دس عشي فٕسيّ 
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        ثشاي تبثغ غيش يتُبٔة صيش عشي فٕسيّ يتُبظش سا ثيبثيذ ؟– 6يثبل 

                                                                                                                                   π                                                                                              

                                                                                                           

                                                                                                            π      

 

ثب تٕجّ ثّ طبدِ تز ثٕدٌ رٔع دٔو اس ايٍ رٔع اطتفبدِ . چٌٕ ايٍ تبثع يتُبٔة َيظت يي تٕاٌ آَزا ثّ يكي اس رٔطٓبي طّ گبَّ فٕق يتُبٔة ًَٕد 

 :يي كُيى 

         

                                                                                                                                   π                                                                                              

                                                                                                           

                                                                                                              π                                          −π 

𝑎0    &   𝑎𝑛  =    0     &      𝑇 = 2π 

𝑏𝑛 =
4

𝑇
 𝑓 𝑥  sin  

2π

T
n x   dx =

2

π
 x  sin nx   dx

π

0

π

0

=
2

𝑛
(−1)𝑛+1 

=>    𝑓 𝑥 =  
2

n
 −1 n+1  sin nx

∞

𝑛=1

 

  ثظظ َيى دايُّ كظيُٕطي تبثع سيز را يحبطجّ كُيذ ؟– 7يثبل 

 

 

                                                                                                   cos𝑥 

 

                                                                                                         
π

2
 

 :چٌٕ ثظظ َيى دايُّ كظيُٕطي يذ َظز يي ثبػذ ثبيظتي تبثع را ثّ صٕرت سٔج يتُبٔة ًَٕد كّ داريى 

 

                                                                                                    cos𝑥 

 

                                                                                                        
π

2
                                      

π

2
- 

𝑏𝑛 = 0    &   𝑇 =  π 

𝑎0 =
4

𝑇
 𝑓 𝑥   𝑑𝑥 =

4

π
 cos𝑥    𝑑𝑥 =  

4

π

𝜋

2

0

𝜋

2

0

 

𝑎𝑛 =
4

𝑇
 𝑓 𝑥 cos  

2π

T
n x   dx =

4

π
 cos x . cos 2nx   dx =

4 cos nπ

π 1 − 4n2 

π

2

0

𝜋

2

0
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=> 𝑓 𝑥 =
2

π
+   

4 cos nπ

π 1 − 4n2 
cos 2nx 

∞

𝑛=1

 

 

ايٍ اعت كّ دٔسِ تُبٔة سا ثّ غيش يتُبٔة ًْبَطٕس كّ دس لغًت لجم َيض ثيبٌ ؽذ يكي اص سٔؽٓبي َٕؽتٍ عشي فٕسيّ ثشاي يك تبثغ :اَتگزال فٕريّ 

يي تٕاٌ َؾبٌ داد فشيٕل اَتگشال . دس ايٍ دبنت فٕسيّ َؾبٌ داد كّ عشي فٕسيّ ثّ عًت تبثؼي ثّ َبو اَتگشال فٕسيّ ييم يي ًَبيذ . عًت ثي َٓبيت ييم دْيى 

 : سا ثّ ثي َٓبيت ييم يي دْيى ثّ فٕست صيش خٕاْذ ثٕد Tفٕسيّ ُْگبيي كّ دس فشيٕل عشي فٕسيّ 

f(x)=
1

π
 {𝑨 𝝎 𝒄𝒐𝒔𝝎𝒙 + 𝑩 𝝎 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒙}𝒅
∞

−∞
𝝎 

 : اص فشيٕل ْبي صيش لبثم يذبعجّ ْغتُذ A(𝜔)  ٔ B(𝜔)كّ ضشايت  

A(𝝎) =  𝒇 𝒙  𝐜𝐨𝐬𝝎𝒙    𝒅𝒙
∞

−∞
 

B(𝝎) =  𝒇 𝒙  𝐬𝐢𝐧𝝎𝒙    𝒅𝒙
∞

−∞
 

 :حالات خاص اَتگزال فٕريّ 

 : ففش اعت ٔ داسيى A(𝜔) تبثؼي فشد ثبؽذ آَگبِ f(x)اگش  (انف

B(𝝎) = 𝟐 𝒇 𝒙  𝐬𝐢𝐧𝝎𝒙    𝒅𝒙
∞

−∞
 

 : ففش اعت ٔ داسيى B(𝜔) تبثؼي صٔج ثبؽذ آَگبِ f(x)اگش  (انف

A(𝝎) = 𝟐 𝒇 𝒙  𝐜𝐨𝐬𝝎𝒙    𝒅𝒙
∞

−∞
 

 

 ثب تٕجّ ثّ پبعخ اَتگشال فٕسيّ دبفهّ جٕاة اَتگشال : اَتگشال فٕسيّ تبثغ صيش سا ثيبثيذ ؟ ة :  انف – 8يثبل 
sin u

u
du

∞

−∞
  چيغت ؟ 

                                                                                               1 

 

                                                                                        1              -1 

= 𝐵 𝜔: ايٍ تبثغ صٔج اعت پظ داسيى  0 

𝐴 𝜔 = 2 𝑓 𝑥   𝑐𝑜𝑠𝜔𝑥  𝑑𝑥 = 2 𝑓 𝑥   𝑐𝑜𝑠𝜔𝑥  𝑑𝑥 = 2{ 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑥   𝑑𝑥
1

0

+  0 ∗ cos𝜔𝑥  𝑑𝑥
∞

1

} =
2

𝜔
sin𝜔

∞

0

∞

−∞

 

=> 𝑓 𝑥 =
1

𝜋
 [(

2

𝜔
sinω) cos𝜔𝑥]𝑑𝜔

∞

−∞

 

cos𝜔𝑥:  دس اَتگشال فٕسيّ ففش لشاس دْيى xاگش ثّ جبي  =  : ٔ دس َتيجّ داسيى 1

𝑓 0 =
1

𝜋
 

2

𝜔
sin𝜔   𝑑𝜔                         ٔ             𝑓 0 = 1

∞

−∞

 

=> 1 =
2

𝜋
 

sin𝜔

𝜔

∞

−∞

  𝑑𝜔        =>      
𝑠𝑖𝑛 𝑢

𝑢
𝑑𝑢 =

𝜋

2

∞

−∞
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 ًْگشايي اَتگشال فٕسيّ دس ايٍ ثذث دليمب يؾبثّ ثذث ًْگشايي عشي فٕسيّ اعت يؼُي اَتگشال فٕسيّ دس ْش َمطّ پيٕعتگي ثّ يمذاس تبثغ ٔ دس ْش :لضيّ 

 .َمطّ َبپيٕعتگي ثّ ييبَگيٍ دذ چپ ٔ ساعت تبثغ ييم يي كُذ 

 ثب اعتفبدِ اص پبعخ دبفهّ جٕاة : اَتگشال فٕسيّ تبثغ صيش سا يذبعجّ كُيذ ؟ ة:  انف – 9يثبل 
1

1+u2
  du

∞

−∞
  سا يذبعجّ كُيذ ؟

                                                                                                                                            1 

                                                                                                       𝑒−x            

 

 :انف 

𝐴 𝜔 =  𝑒−𝑥 cos𝜔𝑥  𝑑𝑥
∞

−∞

=  𝑒−𝑥
𝑒𝑗𝜔𝑥 + 𝑒−𝑗𝜔𝑥

2

∞

−∞

 𝑑𝑥 =
1

1 + 𝜔2
 

𝐵 𝜔 =  𝑒−𝑥 sin𝜔𝑥    𝑑𝑥 =  𝑒−𝑥
𝑒𝑗𝜔𝑥 − 𝑒−𝑗𝜔𝑥

2𝑗

∞

−∞

∞

−∞

𝑑𝑥 =  
𝜔

1 + 𝜔2
 

f(x)=
1

π
 {𝐴 𝜔 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑥 + 𝐵 𝜔 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑥}𝑑
∞

−∞
𝜔 =

1

𝜋
  

cos 𝜔

1+𝜔2
+

𝜔 sin 𝜔

1+𝜔2
 𝑑𝜔

∞

−∞
 

 : دس اَتگشال فٕسيّ داسيى f(0) ٔ يذبعجّ x=0ثب لشاس دادٌ :  ة 

𝑓 0 =
1

𝜋
 

1

1 + ω2
dω         ٔ          𝑓 0 = 1

∞

−∞

 

=>   1 =
1

𝜋
 

1

1 + ω2
dω       =>      

1

1 + u2
du = π

∞

−∞

       
∞

−∞

 

  اَتگشال فٕسيّ تبثغ صيش سا يذبعجّ كُيذ ؟– 10يثبل 

 

                                                                                                      𝑥2                                        

                                                                                                     1                                  -1 

                                                                                                       

= 𝐵 𝜔تبثغ صٔج اعت پظ   : ٔ داسيى 0

𝐴 𝜔 = 2 𝑓 𝑥 cos𝜔𝑥  𝑑𝑥 = 2 𝑥2 cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 = 2  
𝑠𝑖𝑛𝜔

𝜔
+

2𝑐𝑜𝑠𝜔

𝜔2
−

2𝑠𝑖𝑛𝜔

𝜔3
 

1

0

∞

−∞

 

=>   𝑓 𝑥 =
2

𝜋
 { 

𝑠𝑖𝑛𝜔

𝜔
+

2𝑐𝑜𝑠𝜔

𝜔2
−

2𝑠𝑖𝑛𝜔

𝜔3
 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑥    𝑑𝜔

∞

−∞
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 :خلاصّ 

 :عشي فٕسيّ 

𝐟 𝐱 =
𝐚𝟎

𝟐
+   𝐚𝐧 𝐜𝐨𝐬

𝐧𝛑𝐱

𝐓
+ 𝐛𝐧 𝐬𝐢𝐧

𝐧𝛑𝐱

𝐓
 

∞

𝐧=𝟏

 

 :ضشايت عشي فٕسيّ 

𝒂𝟎 =
𝟐

𝑻
 𝒇(𝒙)
𝑻

𝒅𝒙 

𝒂
𝒏=

𝟐

𝑻
 𝒇 𝒙 .𝒄𝒐𝒔

𝟐𝝅𝒏𝒙

𝑻
𝒅𝒙𝑻

 

𝒃
𝒏=

𝟐

𝑻
 𝒇 𝒙 .𝒔𝒊𝒏

𝟐𝝅𝒏𝒙

𝑻
𝒅𝒙𝑻

 

 :دبلات خبؿ عشي فٕسيّ 

1- f(x)                صٔج                          <= 𝑏n = 0    

𝐚𝟎 =
𝟒

𝐓
 𝐟 𝐱 𝐝𝐱

𝐓
𝟐 

𝟎

 

𝐚𝐧 =
𝟒

𝐓
 𝐟 𝐱  .  𝐜𝐨𝐬  

𝟐𝛑

𝐓
𝐧 𝐱   𝐝𝐱

𝐓
𝟐 

𝟎

 

2- f(x)                فشد                          <=   a0     &    𝑎𝑛   = 0 

𝐛𝐧 =
𝟒

𝐓
 𝐟 𝐱   .   𝐬𝐢𝐧  

𝟐𝛑

𝐓
𝐧 𝐱  𝐝𝐱

𝐓
𝟐 

𝟎

 

 :اَتگشال فٕسيّ 

f(x)=
1

π
 {𝑨 𝝎 𝒄𝒐𝒔𝝎𝒙 + 𝑩 𝝎 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒙}𝒅

∞

−∞
𝝎 

 :ضشايت اَتگشال فٕسيّ 

A(𝝎) =  𝒇 𝒙  𝐜𝐨𝐬𝝎𝒙    𝒅𝒙
∞

−∞
 

B(𝝎) =  𝒇 𝒙  𝐬𝐢𝐧𝝎𝒙    𝒅𝒙
∞

−∞
 

 :دبلات خبؿ اَتگشال فٕسيّ 

1- f(x) صٔج  

        A(𝝎) = 𝟐 𝒇 𝒙  𝐜𝐨𝐬𝝎𝒙    𝒅𝒙
∞

−∞
 

  

2- f(x)    فشد  

B(𝝎) = 𝟐 𝒇 𝒙  𝐬𝐢𝐧𝝎𝒙    𝒅𝒙
∞

−∞
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 :تًزيُات آخز فصم 

                                                                                          يطهٕثغت يذبعجّ عشي فٕسيّ تٕاثغ صيش ؟

                                                                   

 

                                                                                                         1 

 

                                                                                  π                                        −π                                                                                              

                                                                

 

                                                                                                       1 

 

                                                                                      2π            

 

                                                                                                               𝑓 𝑥 = 𝑥                                                                                                                                                             

                                                                                                           

                                                                                                                         π                    −π 

 

 

 

 

 ثظظ َيى دايُّ طيُٕطي تبثع سيز را ثيبثيذ ؟

                                                                                                 

                                                                      

                                                                           𝑓 𝑥 = cos 𝑥 

                                                                                                 

     

                                                                       
π

2
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                                                                                              يغهٕثظت يحبطجّ اَتگزال فٕريّ تٕاثع سيز ؟

                                                                      

                                                                                                 

                                                                                                         1 

                                                                                             1                         -1 

 

                                                                                                        -1 

 

                                                                   

                                                                                                  1 

 

                                                                            1                                               -1                                   
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 فصم دٔو

 حم يعادلات ديفزاَظيم تا يشتمات خشيي يزتثّ دٔو

 yًْبَطٕس كّ يي داَيى يك يؼبدنّ ديفشاَغيم ػجبستغت اص . دس دسط يؼبدلات ديفشاَغيم ثب دم يغبئم يتُٕػي اص يؼبدلات ديفشاَغيم آؽُب ؽذيى 

 ٔ 𝑦 ′ ٔ𝑦" ٔ  ...... ثب تبثؼي اصx يُظٕس اص دم يك يؼبدنّ ديفشاَغيم يبفتٍ تبثغ .  كّ يك يؼبدنّ سا تؾكيم يي دْذy يثلا يك يؼبدنّ . اعت

 :ديفشاَغيم ثّ فٕست صيش اعت 

𝑦" + 5𝑦 ′ + 3𝑦 = cos𝑥 

 : يك يؼبدنّ ديفشاَغيم خطي يشتجّ أل ثّ فٕست صيش اعت – 1يبدآٔسي 

𝒚′ + 𝒑 𝒙 = 𝒒 𝒙  

 :ًْبَطٕس كّ يي داَيى جٕاة يؼبدنّ فٕق ثّ فٕست صيش لبثم يذبعجّ اعت 

𝒚 = 𝒆− 𝒑 𝒙 𝒅𝒙{ 𝒒 𝒙  𝒆 𝒑 𝒙 𝒅𝒙  𝒅𝒙 + 𝒄} 

 : يك يؼذنّ ديفشاَغيم خطي يشتجّ دٔو ثب ضشايت ثبثت ًْگٍ ثّ فٕست صيش اعت – 2يبدآٔسي 

𝑦" + 𝑎𝑦 ′ + 𝑏𝑦 = 0 

A)  ∆> 0      =>    𝒔𝟏 & 𝒔𝟐 سيؾّ ْب ثشاثش   =>    𝑦 = 𝒄𝟏𝒆
𝒙𝒔𝟏 + 𝒄𝟐𝒆

𝒙𝒔𝟐 

B) ∆= 𝟎    =>    𝑠 ّثشاثش سيؾ     =>     𝑦 = 𝒄𝟏𝒆
𝒔𝒙 + 𝒄𝟐𝒙𝒆

𝒔𝒙 

C) ∆< 0   𝛼 ± 𝑗𝛽     =>     𝑦 = 𝒆𝜶{𝒄𝟏 𝐜𝐨𝐬 𝜷𝒙 + 𝒄𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝜷𝒙} 

  جٕاثٓبي يؼبدلات صيش سا ثيبثيذ ؟– 1يثبل 

1) 𝑦" + 2𝑦 ′ + 𝑦 = 0 

2) 𝑦" + 𝑦 ′ + 𝑦 = 0 

3) 𝑦 ′ + 𝑥 = 0 

4) 𝑦 ′ + 2𝑥𝑦 = 𝑥 

 :ثُبثشايٍ داسيى . طجك دٔ يبدآٔسي فٕق يي تٕاٌ پبعخ عؤالات سا داد : دم 

1- 𝑦" + 2𝑦 ′ + 𝑦 = 0 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 22 − 4 ∗ 1 ∗ 1 = 0    =>    𝑠 = −1 

=>     𝑦 = 𝑐1𝑒
−𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

−𝑥  

2- 𝑦" + 𝑦 ′ + 𝑦 = 0 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 12 − 4 ∗ 1 ∗ 1 = −3    =>    𝑠1&𝑠2 =
−𝑏 ±  ∆

2𝑎
=

−1 ±  3

2
= −

1

2
±

 3

2
𝑗 

=>     𝑦 = 𝑒
−1

2 {𝑐1 cos
 3

2
𝑥 + 𝑐2 sin

 3

2
𝑥} 
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3-    𝑦 ′ + 𝑥 = 0 

𝑦 ′ = −𝑥  =>   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑥   => 𝑑𝑦 = −𝑥 𝑑𝑥  =>   𝑦 = −

𝑥2

2
+ 𝑐 

4-  𝑦 ′ = 2𝑥𝑦 = 𝑥  

𝑦 = 𝒆− 𝟐𝒙𝒅𝒙{ 𝒙 𝒆 𝟐𝒙𝒅𝒙  𝒅𝒙 + 𝒄} = 𝑒−𝑥2
{
1

2
 𝑥𝑒𝑥2

2 𝑑𝑥 + 𝑐   

=>     𝑦 =
1

2
+ 𝑐𝑒−𝑥2

 

 

  :تعزيف يعادنّ ديفزاَظيم يزتثّ دٔو تا يشتمات خشيي 

 .اطت  ( x) تبثعي فمظ اس يك يتغيز  ( y )يك يعبدنّ ديفزاَظيم تبثع دس 

  u(x,y,z,…..): تبثعي اس چُذيٍ يتغيز اطت  ( u )در ثحث يعبدلات ديفزاَظيم ثب يؼتمبت جشيي يك تبثع 

 . يتغيز ثبػذ 2در ايٍ فصم يعبدلاتي را يغبنعّ يي كُيى كّ تبثع ػبيم 

 يعزٔف اطت يب يظئهّ گزو معادله موجيثم يعبدنّ يك َخ يزتعغ كّ ثّ َبو : ًََّٕ ْبي سيبدي اس ايٍ يعبدلات در كبرثزدْبي يُٓذطي ٔجٕد دارد 

 . يعزٔف اطت معادله لاپلاس يعزٔف اطت يب حم يعبدنّ پتبَظيم انكتزيكي در يك فضبي دٔ ثعذي كّ ثّ معادله گرماػذٌ يك يعبدنّ كّ ثّ 

  :تعزيف يك يعادنّ ديفزاَظيم تا يشتمات خشيي 

 :يك يؼبدنّ ديفشاَغيم ثب يؾتمبت جضيي دس دبنت كهي ثّ فٕست صيش تؼشيف يي ؽٕد 

F(x,y,z,….,𝑈𝑥 ,𝑈𝑦 , 𝑈𝑧 ,… ,𝑈𝑥𝑥 , 𝑈𝑦𝑦 , 𝑈𝑧𝑧 , …… . ,𝑈𝑥𝑦 ,𝑈𝑦𝑧 , 𝑈𝑥𝑧 , ……… . . , 𝑈𝑥𝑥𝑥 , 𝑈𝑦𝑦𝑦 ,𝑈𝑧𝑧𝑧 , … . . ) 

𝑈𝑋 =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

𝑈𝑥𝑥 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

𝑈𝑥𝑦 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥
 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 =

𝜕

𝜕𝑦
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
  

 :ثّ ػُٕاٌ يثبل ًََّٕ ْبيي اص يؼبدلات ديفشاَغيم ثب يؾتمبت جضيي ثّ فٕست صيش اعت 

1- 𝑈𝑥 + 𝑈𝑥𝑦 + 𝑈 = 0     ≡     
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑈 = 0 

2- 𝑥2 𝜕2𝑈

𝜕𝑦2 + tan 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 2𝑈 = 5 

 :تعزيف يزتثّ يك يعادنّ ديفزاَظيم تا يشتمات خشيي 

 .ثّ ثبلاتشيٍ دسجّ يؾتك گيشي دس يك يؼبدنّ ثب يؾتمبت جضيي يشتجّ آٌ يؼبدنّ گٕييى 

 :تعزيف يعادنّ ديفزاَظيم تا يشتمات خشيي خطي 

 . ٔ ًّْ يؾتمبت آٌ خطي ثبؽذ Uيؼبدنّ ديفشاَغيهي ثب يؾتمبت جضيي سا خطي َبييى اگش ايٍ يؼبدنّ َغجت ثّ 

 .ْش ػًهي ثّ جض ضشة كشدٌ يؼبدنّ سا غيش خطي يي كُذ : َكتّ 

 . دٔ يتغيشِ ٔ خطي ْغتُذ –ًْبَطٕس كّ خٕاْيى ديذ دس ايٍ دسط ًّْ يؼبدلات ديفشاَغيم ثب يؾتمبت جضيي يٕسد ثذث يشتجّ دٔ 

www.jozve.org

www.jozve.org



14 
 

 : ثّ فٕست صيش اعت  : 2فزو كهي يعادلات ديفزاَظيم تا يشتمات خشيي يزتثّ 

f(x,y,𝑈𝑥 , 𝑈𝑦 ,𝑈𝑥𝑥 , 𝑈𝑦𝑦 , 𝑈𝑥𝑦 , 𝑈) = 0 

 :يب يي تٕاٌ ايٍ يؼبدلات سا دس دبنت كهي ثّ فٕست صيش ًَبيؼ داد 

A
𝝏𝟐𝑼

𝝏𝒙𝟐 + 𝑩
𝝏𝟐𝑼

𝝏𝒙𝝏𝒚
+ 𝑪

𝝏𝟐𝑼

𝝏𝒚𝟐 + 𝑫
𝝏𝑼

𝝏𝒙
+ 𝑬

𝝏𝑼

𝝏𝒚
+ 𝑭𝑼 + 𝑮 = 𝟎 

 ففش ثبؽذ يؼبدنّ ًْگٍ ٔ دس غيش ايٍ Gًْچُيٍ اگش .  ثبؽُذ X ٔY يًكٍ اعت اػذاد ثبثت يب تٕاثؼي اص C,B,A,.…دس ػجبست فٕق ضشايت 

 .فٕست غيش ًْگٍ اعت 

 :إَاع يعادلات ديفزاَظيم تا يشتمات خشيي يزتثّ دٔ 

 : دعتّ صيش تمغيى ثُذي ًَٕد 3يي تٕاٌ ايٍ يؼبدلات سا ثّ 

=∆                                            :ْذنٕني گٌٕ يؼبدلات ديفشاَغيم ثب يؾتمبت جضيي يشتجّ دٔ  -1 𝑩𝟐 − 𝟒𝑨𝑪 > 0 

=∆                                            :طًٓي گٌٕ يؼبدلات ديفشاَغيم ثب يؾتمبت جضيي يشتجّ دٔ  -2 𝑩𝟐 − 𝟒𝑨𝑪 = 𝟎 

=∆                                            :تيضي گٌٕ يؼبدلات ديفشاَغيم ثب يؾتمبت جضيي يشتجّ دٔ  -3 𝑩𝟐 − 𝟒𝑨𝑪 < 𝟎 

 . ٔاثغتّ اَذ A ٔ B ٔ Cكّ كبيلا ثّ ضشايت 

  تؼييٍ كُيذ ْش يك اص يؼبدلات صيش جض كذاييك اص إَاع يؼبدلات دثفشاَغيم ثب يؾتمبت جضيي ْغتُذ ؟– 2يثبل 

1- 
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2 =
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2  

2- 
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2 = 0 

3- 
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2 = 0 

4- 𝑒2𝑥 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 2𝑥𝑒𝑥+𝑦 𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑒2𝑦 𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + 2𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑈 = 0 

 :ثب يذبعجّ دنتب جٓت ْش كذاو اص يغبئم فٕق خٕاْيى داؽت : دم 

 ًْٕاسِ ْزنٕني گٌٕ : 1ؽًبسِ 

 ًْٕاسِ ثيضي گٌٕ : 2ؽًبسِ 

 ًْٕاسِ عًٓي گٌٕ : 3ؽًبسِ 

 عًٓي گٌٕ- 1 ٔ 1سٔي & ثيضي گٌٕ -  1 ٔ 1ثيٍ &  تب يُفي ثي َٓبيت ْزنٕني گٌٕ - 1 تب ثي َٓبيت ٔ اص 1اص  : 4ؽًبسِ 

  :2رٔع ْاي حم يعادلات ديفزاَظيم تا يشتمات خشيي يزتثّ 

 . اعت كّ دس ايٍ يؼبدنّ فذق ًَبيذ Uْذف اص دم يك يؼبدنّ ديفشاَغيم ثب يؾتمبت جضيي يذبعجّ تبثغ 

 :چٓبس سٔػ يٓى ثشاي دم ايٍ يؼبدلات يؼشفي ؽذِ اَذ 

 ايٍ سٔػ ُْگبيي ايكبٌ پزيش اعت كّ ثتٕاٌ دس يؼبدنّ اص يكي اص ػجبسات :رٔع فاكتٕرگيزي  (انف 
𝜕

∂x
 يب 

𝜕

∂y
 .فبكتٕس گيشي ًَٕد  

A يؼبدنّ كهي  : رٔع تغييز يتغيز  (ب 
𝝏𝟐𝑼

𝝏𝒙𝟐 + 𝑩
𝝏𝟐𝑼

𝝏𝒙𝝏𝒚
+ 𝑪

𝝏𝟐𝑼

𝝏𝒚𝟐 + 𝑫
𝝏𝑼

𝝏𝒙
+ 𝑬

𝝏𝑼

𝝏𝒚
+ 𝑭𝑼 + 𝑮 = ثشاي . سا دس َظش يي گيشيى  𝟎

 دم ايٍ يغئهّ ثّ كًك سٔػ تغييش يتغيش يؼبدنّ يؾذقّ صيش سا تؾكيم يي دْيى 

 𝐴𝑦 ′2
− 𝐵𝑦 ′ + 𝐶 =  :يعبدنّ يؼخصّ ثز حظت دنتب آٌ طّ حبنت سيز را خٕاْذ داػت   .   0

<∆ (انف  𝑟تغييز يتغيز ثّ  : 0 = 𝜑1 (𝑥,𝑦) ٔ  𝑠 = 𝜑2(𝑥,𝑦) 
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=∆ (ة 𝑟تغييز يتغيز ثّ  : 0 = 𝜑(𝑥,𝑦) ٔ 𝑠 = 𝑥 

>∆ (ج B2در صٕرتي كّ ثتٕاٌ . ًَي تٕاٌ در ايٍ حبنت اس رٔع تغييز يتغيز يعبدنّ را حم ًَٕد  : 0 − 4𝐴𝐶 ≥  را تؼكيم دْيى يي 0

 .تٕاٌ اس رٔع تغييز يتغيز يعبدنّ را حم ًَٕد 

 گزيب ٔ –يٕج طّ يعبدنّ يٓى .  ايٍ رٔع يكي اس رٔػٓبي يٓى ثزاي حم يعبدلات يي ثبػذ ( :جداسازي متغير ها ) روش ضربي  (ج 

ثّ عُٕاٌ تبثعي اس  ( u=k(x,y) يب u=k(x,t)يثلا  ) كّ ػبيم دٔ يتغيز يظتمم اطت Uدر ايٍ رٔع تبثع .  اس ايٍ رٔع لبثم حم اطت لاپلاص

 :يعُي . حبصهضزة تٕاثعي اس يتغيزْبي يظتمم تعزيف ًَٕد 

𝑈 = (𝑘 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑔 𝑦 = 𝑓𝑥𝑔𝑦  

𝑈 = 𝑘 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑔 𝑡 = 𝑓𝑥𝑔𝑡 

 را ثّ يك عزف تظبٔي ٔ xاگز ثتٕاٌ تًبو تٕاثع ٔاثظتّ ثّ .  را در يعبدنّ جبيگذاري يي ًَبييى Uحبل تبثع  : ػزط اطتفبدِ اس رٔع ضزثي

 . را ثّ عزف ديگز تظبٔي اَتمبل داد آٌ ٔلت ايٍ يعبدنّ اس رٔع ضزثي لبثم حم خٕاْذ ثٕد t يب yتًبو تٕاثع ٔاثظتّ ثّ 

 ايٍ سٔػ فمظ ثشاي دم يؼبدنّ يٕج ثّ فٕست :رٔع دالايثز  (د 
𝜕2𝑈

𝜕𝑡2 = 𝐶2 𝜕2𝑈

𝜕𝑥2 ثّ كبس يي سٔد . 

 يؼبدنّ – 3يثبل 
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2 =   سا دم كُيذ ؟0

 :دس َتيجّ داسيى . ثب تٕجّ ثّ چٓبس سٔػ ركش ؽذِ يي تٕاٌ اص سٔػ فبكتٕسگيشي اعتفبدِ ًَٕد 

𝜕

𝜕𝑥
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 = 0        =>      

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑓 𝑦         =>    

𝜕

𝜕𝑥
 𝑢 = 𝑓 𝑦    

=>     𝑢 = 𝑥𝑓 𝑦 + 𝑐 

 يؼبدنّ – 4يثبل 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
=   سا دم كُيذ ؟0

 :دس َتيجّ داسيى . ثب تٕجّ ثّ چٓبس سٔػ ركش ؽذِ يي تٕاٌ اص سٔػ فبكتٕسگيشي اعتفبدِ ًَٕد 

𝜕

𝜕𝑥
 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 = 0      =>      

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑓 𝑦        =>      

𝜕

𝜕𝑦
 𝑢 = 𝑓 𝑦      =>    𝑢 =  𝑓 𝑦 𝑑𝑦 + 𝑐 

=>      𝑢 = 𝑔 𝑦 + 𝑘 𝑥  

جٕاة ػًٕيي يؼبدنّ   :  انف – 5يثبل 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 𝑥2𝑦  ثب فشك ايُكّ ثذاَيى :    سا ثذعت آٔسيذ ؟ ة𝑈 𝑥, 0 = 𝑥2  ٔ  𝑈 1,𝑦 = cos𝑦 

 جٕاة خقٕفي يؼبدنّ سا ثذعت آٔسيذ ؟

𝑈ثب تٕجّ ثّ فٕست يؼبدنّ يي تٕاٌ اص سٔػ فبكتٕسگيشي اعتفبدِ ًَٕد كّ َٓبيتب جٕاة ػًٕيي ثشاثش  : انف  =
𝑥3

3

𝑦2

2
+ 𝑘 𝑦 + 𝑔 𝑥   

 .خٕاْذ ؽذ 

 :كبفي اعت ؽشايظ فٕق سا ثّ جٕاة ػًٕيي يؼبدنّ اػًبل ًَبييى : ة 

<=     U(x,0) =𝑥2 : ؽشط أل     𝑘 0 + 𝑔 𝑥 = 𝑥2      =>     𝑔 𝑥 = 𝑥2 + 𝑘 0    =>  

  𝑈 𝑥, 𝑦 =
𝑥3𝑦2

6
+ 𝑘 𝑦 + 𝑥2 − 𝑘 0  

<=      U91,y)=cos y : ؽشط دٔو    𝑈91,𝑦) =
𝑦2

6
+ 𝑘 𝑦 + 1 − 𝑘 0 = cos 𝑦       =>     

𝑘 𝑦 = cos𝑦 −
𝑦2

6
+ 𝑘 0 − 1               
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,𝑈 𝑥  : ثب ادغبو دٔ ؽشط  داسيى 𝑦 =
𝑥3𝑦2

6
+ cos 𝑦 −

𝑦2

6
+ 𝑘 0 − 1 + 𝑥2 − 𝑘 0    =>  

𝑈 𝑥,𝑦 =
𝑥3𝑦2

6
+ cos 𝑦 −

𝑦2

6
− 1 + 𝑥2     

 يؼبدنّ – 6يثبل 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 − 2
𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 =     سا دم كُيذ ٔ جٕاة ػًٕيي آَشا ثذعت آٔسيذ ؟0

 :ثب تٕجّ ثّ سٔػ ْبي ركش ؽذِ يي ثبيغت اص سٔػ تغييش يتغيش اعتفبدِ ًَٕد 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 =  −2 2 − 4 ∗ 1 ∗ 1 = 0 

𝐴𝑦 ′2
− 𝐵𝑦 ′ + 𝐶 = 0     =>     𝑦 ′2

+ 2𝑦 ′ + 1 = 0    => 𝑦 ′ =
−2

2
= −1       =>    𝑦 = −𝑥 + 𝑐   => 

   𝑦 + 𝑥 = 𝑐      =>     𝑟 = 𝑥 + 𝑦     &     𝑠 = 𝑥 

ثشاي ايٍ ايش ثبيذ ػجبسات .  اَذ r ٔ s ْغتُذ ثّ يؼبدنّ اي تجذيم كُيى كّ يتغيشْبي آٌ x ٔ yدبل يي ثبيغت يؼبدنّ افهي سا كّ يتغيشْبي آٌ 

 :صيش سا يذبعجّ كُيى 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

𝜕𝑢

𝜕𝑠
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+ 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑟𝜕𝑠
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑠2
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑟𝜕𝑠
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
 

 : سا دس يؼبدنّ افهي لشاس يي دْيى r ٔ  sدبل ػجبسات داساي 

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+ 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑟𝜕𝑠
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑠2
− 2  

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑟𝜕𝑠
 +

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
= 0 

 

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+ 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑟𝜕𝑠
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑠2
− 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
− 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑟𝜕𝑠
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
= 0      =>    

𝜕2𝑢

𝜕𝑠2
= 0 

 :دبل ايٍ يؼبدنّ ثّ سٔػ فبكتٕسگيشي لبثم دم اعت 

𝜕

𝜕𝑠
 
𝜕𝑢

𝜕𝑠
 = 0      =>      

𝜕𝑢

𝜕𝑠
= 𝑓 𝑟       =>       𝑢 = 𝑠𝑓 𝑟 + 𝑔 𝑟   ٔ   𝑟 = 𝑥 + 𝑦 ٔ 𝑠 = 𝑥 

𝑢 = 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑔 𝑥 + 𝑦  
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 :حم يعادنّ يٕج 

اگش َخ لبثم استؼبؽي اص يك طشف ثّ يبَؼي يذكًي يب اص دٔ طشف ثّ ايٍ يبَغ يتقم ؽٕد ٔ ايٍ َخ ثب اعتفبدِ اص َيشٔي أنيّ اي ؽشٔع ثّ 

.استؼبػ ًَبيذ يؼبدنّ اي ثشاي ايٍ َخ يشتؼؼ دبكى اعت كّ ثّ يؼبدنّ يٕج يؼشٔف اعت   

 : دبنتي سا دس َظش يي گيشيى كّ َخ اص دٔ طشف تٕعظ دٔ يبَغ يذكى ؽذِ اعت 

                                                                                                                      X  

 

x                                                              l ( عٕل عُبة)                                                     

                                                                                                            F 

 

                                                                             h(x)ػكم أنيّ عُبة                                             

 

اثجبت ؽذِ اعت  ( U(x,t) ) ثّ ايٍ َخ َگبِ كُيى دس ْش نذظّ اص صيبٌ ايٍ َخ استفبع خبفي خٕاْذ داؽت lاگش دس ْش َمطّ دس فبفهّ ففش تب 

 :كّ يؼبدنّ ديفشاَغيم يتُبظش ثب ايٍ دشكت استؼبؽي ثّ فٕست صيش اعت 

𝜕2u

∂t2
= C2

𝜕2u

∂x2
 

 :ثب تٕجّ ثّ فٕست يغئهّ داسيى  . U(x,t)يؼُي يذبعجّ : ْذف دم ايٍ يؼبدنّ اعت 

 U(x,0) = h(x)  (انف :  ؽشايظ أنيّ 

  (             ة 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 𝑥, 0 =  𝑘 𝑥  

 

,𝑢 0  (انف :  ؽشايظ يشصي  𝑡 = 0 

,𝑢 𝑙  (                      ة  𝑡 = 0 

:پظ يي تٕاٌ يؼبدنّ يٕج يشثٕط ثّ يك َخ استؼبؽي ٔ ثغتّ اص دٔ طشف سا ثّ فٕست صيش ثيبٌ كشد    

𝜕2u

∂t2
= C2

𝜕2u

∂x2
 

 دبل ثّ دم ايٍ يؼبدنّ ثب اعتفبدِ اص سٔػ ضشثي يي پشداصيى ٔ اثتذا تذميك يي كُيى آيب ايٍ يؼبدنّ اص سٔػ ضشثي لبثم دم اعت يب خيش ؟

,𝑢 𝑥:  َٕؽت t ٔ ديگشي اص x سا ثتٕاٌ ثّ فٕست دبفهضشة دٔ تبثغ يغتمم يكي اص uفشك يي كُيى تبثغ  𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑔 𝑡  

∂2u

∂t2
= 𝑓 𝑥 𝑔" 𝑡  

∂2u

∂x2
= f " 𝑥 𝑔𝑥) 

=>   𝑓 𝑥 𝑔" 𝑡 = 𝐶2𝑓" 𝑥 𝑔 𝑡               =>       
𝑔" 𝑡 

𝐶2𝑔 𝑡 
=

𝑓" 𝑥 

𝑓 𝑥 
= 𝑘 
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 سا ثّ طشف ديگش تغبٔي يُتمم كُيى ايٍ يؼبدنّ اص t سا ثّ يك طشف ٔ ًّْ تٕاثغ يشثٕط ثّ xثب تٕجّ ثّ ايُكّ تٕاَغتيى ًّْ تٕاثغ يشثٕط ثّ 

ٔاضخ اعت كّ تغبٔي فٕق ُْگبيي ايكبٌ پزيش اعت كّ ْش دٔ ػجبست ثشاثش ػذدي ثبثت ثبؽُذ دس ايٍ دبنت . سٔػ ضشثي لبثم دم اعت 

 :داسيى 

𝑔" 𝑡 

𝐶2𝑔 𝑡 
= 𝑘          &       

𝑓" 𝑥 

𝑓 𝑥 
= 𝑘 

ثشاي دم ايٍ يؼبدلات يي تٕاٌ عّ . ٔ ايٍ دٔ يؼبدنّ دٔ يؼبدنّ ديفشاَغيم يؼًٕني ْغتُذ ٔ اص سٔؽٓبي دم يؼبدلات ديفشاَغيم لبثم دم اعت 

 : دبنت صيش سا دس َظش گشفت 

= k=0 <=    g" 𝑡            (انف  0         &        𝑓" 𝑥 = 0 

𝑘 (ة  > 0          <=    𝑘 = 𝜆2  <=  
𝑔" 𝑡 

𝐶2𝑔 𝑡 
= 𝜆2          &       

𝑓" 𝑥 

𝑓 𝑥 
= 𝜆2   

𝑘 (ج  < 0           <=    𝑘 = −𝜆2  <=  
𝑔" 𝑡 

𝐶2𝑔 𝑡 
= −𝜆2          &       

𝑓" 𝑥 

𝑓 𝑥 
= −𝜆2   

 :دبل ثّ ثشسعي جٕاة ْبي فٕق يي پشداصيى 

 k=0            (انف 

f " 𝑥 = 0   =>    𝑓′ 𝑥 = 𝐴   =>    𝑓 𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵 

g" 𝑡 = 0   =>    𝑔′ 𝑡 = 𝐶   =>     𝑔 𝑡 = 𝐶𝑡 + 𝐷 

=>    𝑢 𝑥, 𝑡 =   𝐴𝑥 + 𝐵 (𝐶𝑡 + 𝐷) 

𝑘 (ة  > 0          <=    𝑘 = 𝜆2 

g" 𝑡 = 𝜆2𝐶2𝑔 𝑡        &      𝑓" 𝑥 = 𝜆2𝑓 𝑥  

 : ثب دم دٔ يؼبدنّ فٕق داسيى 

𝑢 𝑥, 𝑡 =  𝐴𝑒𝜆𝑐𝑡 + 𝐵𝑒−𝜆𝑐𝑡   𝐶𝑒𝜆𝑥 + 𝐷𝑒−𝜆𝑥   

𝑘 (ج  < 0           <=    𝑘 = −𝜆2 

g" 𝑡 + 𝜆2𝐶2𝑔 𝑡 = 0      &     𝑓" 𝑥 + 𝜆2𝑓 𝑥 = 0 

 :ثب دم دٔ يؼبدنّ فٕق داسيى 

𝑢 𝑥, 𝑡 =  𝐴 sin 𝜆𝑐𝑡 + 𝐵 cos𝜆𝑐𝑡  𝐶 sin𝜆𝑥 + 𝐷 cos𝜆𝑥  

 :ثّ فٕست خلافّ جٕاثٓبي يؼبدنّ يٕج ثّ فٕست صيش اعت 

1 −  𝑢 𝑥, 𝑡 =   𝐴𝑥 + 𝐵  𝐶𝑡 + 𝐷  

2 −  𝑢 𝑥, 𝑡 =  𝐴𝑒𝜆𝑐𝑡 + 𝐵𝑒−𝜆𝑐𝑡   𝐶𝑒𝜆𝑥 + 𝐷𝑒−𝜆𝑥   

3 −  𝑢 𝑥, 𝑡 =  𝐴 sin 𝜆𝑐𝑡 + 𝐵 cos𝜆𝑐𝑡  𝐶 sin𝜆𝑥 + 𝐷 cos𝜆𝑥  

دس ايٍ يشدهّ اص ؽشايظ أنيّ ٔ يشصي . دبل ثّ ثشسعي ايٍ يي پشداصيى كّ كذاييك اص عّ جٕاة فٕق ثّ ػُٕاٌ جٕاة يؼبدنّ يذغٕة يي ؽٕد 

:جٓت يبفتٍ پبعخ يؼبدنّ يٕج اعتفبدِ يي كُيى كّ اثتذا ؽشايظ يشصي سا سٔي يؼبدنّ أل تغت يي كُيى   

  ( :u(0,t)=0 )اػًبل ؽشط أل يشصي 

𝑢 0, 𝑡 =  𝐴 ∗ 0 + 𝐵  𝐶𝑡 + 𝐷   =>    𝐵 𝐶𝑡 + 𝐷 = 0  =>   𝐵 = 0 & 𝐶𝑡 + 𝐷 = 0  => 𝑢 𝑥, 𝑡 = 0 
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=> 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐴𝑥(𝐶𝑡 + 𝐷) 

  ( :u(l,t)=0 )اػًبل ؽشط دٔو يشصي 

u l, t = 0  =>   𝐴𝑙 CD = 0  =>    𝐴 = 0 & 𝐵 = 0   =>    𝑢 x, t = 0 

 .دس َتيجّ ايٍ يؼبدنّ ًَي تٕاَذ جٕاة يؼبدنّ يٕج ثبؽذ 

 :تغت يؼبدنّ دٔو ٔ اػًبل ؽشط يشصي أل 

=>    𝐴 + 𝐵  𝐶𝑒𝜆𝑐𝑡 + 𝐷𝑒𝜆𝑐𝑡  = 0   =>   𝐴 + 𝐵 = 0  =>    𝐵 = −𝐴 

=>    𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐴 𝑒𝜆𝑥 − 𝑒−𝜆𝑥   𝐶𝑒𝜆𝑐𝑡 + 𝐷𝑒−𝜆𝑐𝑡   

 :اػًبل ؽشط يشصي دٔو 

=>    𝑢 𝑙, 𝑡 = 𝐴 𝑒𝜆𝑙 − 𝑒−𝜆𝑙   𝐶𝑒𝜆𝑐𝑡 + 𝐷𝑒−𝜆𝑐𝑡  = 0    =>   𝑢 𝑥, 𝑡 = 0 

پظ يؼبدنّ عٕو سا ثّ ػُٕاٌ جٕاة يؼبدنّ يٕج اَتخبة ٔ ؽشايظ يشصي ٔ أنيّ سا . دس َتيجّ ايٍ يؼبدنّ َيض ًَي تٕاَذ جٕاة يؼبدنّ يٕج ثبؽذ 

 .سٔي آٌ ثشسعي يي ًَبييى 

 :تغت يؼبدنّ عٕو ٔ اػًبل ؽشايظ يشصي أل 

 𝐴 + 0  𝐶 cos𝜆𝑐𝑡 + 𝐷 sin 𝜆𝑐𝑡 = 0    =>   𝐴 = 0   => 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐵 sin𝜆𝑥  𝐶 cos 𝜆𝑐𝑡 + 𝐷 sin𝜆𝑐𝑡  

=>  𝑢 𝑥, 𝑡 = sin𝜆𝑥  𝐵𝐶 cos 𝜆𝑐𝑡 + 𝐵𝐷 sin 𝜆𝑐𝑡  

 : خٕاْيى داؽت b ثّ َبو BD ٔ ضشيت a ثّ َبو BCثب دس َظش گشفتٍ ضشيت 

1 ِ ∶   ؽًبس     𝑢 𝑥, 𝑡 = sin 𝜆𝑥  𝑎 cos 𝜆𝑐𝑡 + 𝑏 sin𝜆𝑐𝑡  

 :اػًبل ؽشط يشصي دٔو 

=>   sin𝜆𝑙  𝑎 cos𝜆𝑐𝑡 + 𝑏 sin 𝜆𝑐𝑡 = 0    =>   sin 𝜆𝑙 = 0  =>    𝜆𝑙 = 𝑛𝜋   =>   𝜆 =
𝑛𝜋

𝑙
 

 : داسيى 1 دس يؼبدنّ ؽًبسِ λثب جبيگزاسي يمذاس 

2 ِ ∶    ؽًبس     𝑢 𝑥, 𝑡 = sin
𝑛𝜋

𝑙
𝑥  𝑎 cos

𝑛𝜋

𝑙
𝑐𝑡 + 𝑏 sin

𝑛𝜋

𝑙
𝑐𝑡  

 . سا تؼييٍ ًَبييٍ كّ ايٍ ضشايت اص ؽشيبط أنيّ دبفم يي ؽَٕذ a ٔ b ضشايت 2كبفي اعت دس يؼبدنّ ؽًبسِ 

 ٔ a يك n دنخٕاِ ٔ يخبنف ففش يي تٕاٌ يك جٕاة ثذعت آٔسد ٔ ًْچُيٍ يي تٕاٌ ثّ اصا ْش n ثّ اصا لشاس دادٌ ْش 2دس يؼبدنّ ؽًبسِ : َكتّ 

b ايب يي داَيى اگش يؼبدنّ اي داساي تؼذادي جٕاة ػًٕيي ثبؽذ يجًٕع آَٓب َيض جٕاة يؼبدنّ ْغتُذ . دنخٕاِ داؽت:  

 

𝑢 𝑥, 𝑡 =   sin
𝑛𝜋

𝑙
𝑥  𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋

𝑙
𝑐𝑡 + 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋

𝑙
𝑐𝑡  

∞

𝑛=1
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 : سا ثّ يؼبدنّ فٕق اػًبل يي كُيى u(x,0)=h(x)دبل ؽشط 

 

 𝑥 =   sin
𝑛𝜋

𝑙
𝑥  an + 0  

∞

𝑛=1

    =>   𝑥 =   ansin
𝑛𝜋

𝑙
𝑥 

∞

𝑛=1

 

 : ٔ اص طشفي داسيى . ًْٕاسِ يك تبثغ فشد اعت h(x)ثب يمبيغّ ساثطّ دبفهّ فٕق ثب ساثطّ اعبعي عشي فٕسيّ يي تٕاٌ يلادظّ ًَٕد كّ 

2π

T
𝑛𝑥 =

𝑛𝜋

𝑙
𝑥     =>     𝑇 = 2𝑙 

 : فشد ثٕد داؽتيى f(x)دس عشي فٕسيّ دس دبنتي كّ .ثب دٔسِ تُبٔة دٔ ثشاثش طٕل طُبة اعت  (عيُٕعي  ) يك تبثغ يتُبٔة فشد h(x)يؼُي 

bn =
4

T
 𝑓 𝑥 sin

2𝜋

𝑇
𝑛𝑥 𝑑𝑥

T
2 

 

=>    an = bn =
4

T
 𝑓 𝑥 sin

2𝜋

𝑇
𝑛𝑥 𝑑𝑥

T
2 

 

 : دس َتيجّ داسيى T=2l: ٔ اص طشفي داسيى 

an =
2

l
  𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑙
𝑥 𝑑𝑥

l

0

 

 : دبفهّ فٕق اػًبل ًَبييى ٔ دس َتيجّ داسيى u(x,t) كبفي اعت ؽشط أنيّ دٔو سا ثّ يؼبدنّ 𝑏nثشاي يذبعجّ ضشيت 

∂u

∂t
 𝑥, 0 =   sin

𝑛𝜋

𝑙
𝑥  −𝑎𝑛

𝑛𝜋

𝑙
𝑐 sin

𝑛𝜋

𝑙
𝑐𝑡 + 𝑏𝑛

𝑛𝜋

𝑙
𝑐 𝑐 cos

𝑛𝜋

𝑙
𝑐𝑡  

∞

𝑛=1

 

=>   
∂u

∂t
 𝑥, 0 =   𝑏𝑛

nπ

l
c    sin

nπ

l
x 

∞

𝑛=1

    =>    𝑘 𝑥 =   𝑏𝑛

nπ

l
c    sin

nπ

l
x 

∞

𝑛=1

 

𝑏𝑛ثب دس َظش گشفتٍ ضشيت . ثب دٔسِ تُبٔة دٔ ثشاثش طٕل طُبة اعت  (عيُٕعي  ) َيض يك تبثغ يتُبٔة فشد k(x)يؼُي 
nπ

l
c ثّ َبو 𝐵n 

 :خٕاْيى داؽت 

=>    𝑘 𝑥 =   Bn     sin
nπ

l
x 

∞

𝑛=1

 

=>    𝐵𝑛 =
4

𝑇
 𝑘 𝑥 sin

2𝜋

𝑇
𝑛𝑥  𝑑𝑥 

𝑇
2 

      =>     
nπc

l
bn =

2

l
 k x sin

nπ

l
x dx

l

0

 

=>     𝑏𝑛 =
2

𝑛𝜋𝑐
 𝑘 𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑙
𝑥

𝑙

0

𝑑𝑥 
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  يؼبدنّ يٕج ثّ ؽكم: خلاصّ ٔ خًع تُذي حم يعادنّ يٕج 

 

𝜕2u

∂t2
= C2

𝜕2u

∂x2
 

,𝑢 0  (انف : ٔ ثب ؽشايظ يشصي  𝑡 = 0 

,𝑢 𝑙  (                      ة  𝑡 = 0 

 U(x,0) = h(x)  (انف : ٔ ؽشايظ أنيّ 

  (             ة 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 𝑥, 0 =  𝑘 𝑥  

 :دم ؽذ ٔ اثجبت گشديذ كّ جٕاة آٌ ثّ فٕست صيش اعت 

𝒖 𝒙, 𝒕 =    𝒂𝒏 𝐜𝐨𝐬
𝒏𝝅

𝒍
𝒄𝒕 + 𝒃𝒏 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒄𝒕 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒙 

∞

𝒏=𝟏

 

𝐚𝐧 =
𝟐

𝐥
 𝒉 𝒙 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒙 𝒅𝒙

𝐥

𝟎

 

𝒃𝒏 =
𝟐

𝒏𝝅𝒄
 𝒌 𝒙 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒙

𝒍

𝟎

𝒅𝒙 

bnضشيت  ( k(x)=0 )ٔ دس دبنت خبؿ اگش دس نذظّ أنيّ عشػت طُبة ففش ثبؽذ  =  : ٔ خٕاْيى داؽت 0

𝒖 𝒙, 𝒕 =    𝒂𝒏 𝐜𝐨𝐬
𝒏𝝅

𝒍
𝒄𝒕 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒙 

∞

𝒏=𝟏

 

𝐚𝐧 =
𝟐

𝐥
 𝒉 𝒙 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒙 𝒅𝒙

𝐥

𝟎
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ثب اطتفبدِ اس جٕاة يعبدنّ يٕج يعبدلات حزكت عُبثي يزتعغ را ثذطت آٔريذ كّ طزعت أنيّ آٌ صفز اطت ٔ ػكم آٌ در نحظّ  – 7يثبل 

 ارتعبع ثّ صٕرت سيز اطت ٔ طزعت يٕج يك اطت ؟

                                                                                                 h(x) 

 

                                                                                                      1 

 

  

                                                               π 

     C=1   &   h(x)=1  k(x)=0   &   l= π  &:    عجك صٕرت طؤال داريى 

 . يحبطجّ ػٕد 𝑎nثب تٕجّ ثّ ايُكّ طزعت أنيّ صفز يي ثبػذ فمظ كبفي اطت ضزيت 

an =
2

l
  𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑙
𝑥 𝑑𝑥 =

2

𝜋
 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

l

0

       =>    an =
4

nπ
 ثشاي 𝑛ْبي فشد      

=>      𝑢 𝑥, 𝑡 =  
4

𝑛𝜋
cos𝑛𝑡 sin 𝑛𝑥

𝑛ْبي فشد

 

  :(اَتمال حزارت  )حم يعادنّ گزيا 

 ثذعت آٔسيى t ٔ دس ْش صيبٌ xيي خٕاْيى يمذاس دشاست سا دس ْش َمطّ .  اص يك طشف دشاست دادِ ؽٕد lفشك كُيى ييهّ اي ثب طٕل يذذٔد 

 : دس فيضيك دشاست يؼبدنّ ديفشاَغيم يتُبظش ثب ايٍ يغئهّ ثّ فٕست صيش ثذعت يي آيذ 

𝜕u

∂𝑡
= C2

𝜕2u

∂x2
 

 

 : دس ًّْ صيبَٓب ففش ثبؽذ ؽشايظ أنيّ ثّ فٕست  (اثتذا ٔ اَتٓبي ييهّ  ) lاگش فشك كُيى يمذاس گشيب دس يكبَٓبي ففش ٔ 

,𝑢 0  (انف  𝑡 = ,𝑢 𝑙  (    ة 0 𝑡 =  :ثب ايٍ فشك يؼبدنّ سا دم يي كُيى .  يي ثبؽذ 0

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑔 𝑡  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑓 𝑥 𝑔′ 𝑡  

∂2u

∂x2
= f " 𝑥 𝑔 𝑡  

=>      𝑓 𝑥 𝑔′ 𝑡 = 𝐶2𝑓" 𝑥 𝑔 𝑡  

𝑔′ 𝑡 

𝐶2𝑔 𝑡 
=

𝑓" 𝑥 

𝑓 𝑥 
= 𝑘 
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g ′ 𝑡 = 𝑘𝐶2𝑔 𝑡      =>    g ′ 𝑡 − 𝑘𝐶2𝑔 𝑡 = 0 

f " 𝑥 = 𝑘𝑓 𝑥        =>        f " 𝑥 − 𝑘𝑓 𝑥 = 0 

                                                                                                       

k=0 <=    g            (انف  ′ 𝑡 = 0         &        𝑓" 𝑥 = 0 

𝑘 (ة  > 0          <=    𝑔′ 𝑡 − 𝜆2𝐶2𝑔 𝑡 = 0     &   f " 𝑥 − 𝜆2𝑓 𝑥 = 0 

𝑘 (ج  < 0           <=    𝑘 = −𝜆2  <=  𝑔′ 𝑡 + 𝜆2𝐶2𝑔 𝑡 = 0   &   f " 𝑥 + 𝜆2𝑓 𝑥 = 0     

 :دبل ثّ ثشسعي جٕاة ْبي فٕق يي پشداصيى 

 k=0            (انف 

g ′ 𝑡 = 0    =>    𝑔 𝑡 = 𝐴 

f " 𝑥 = 0   =>   𝑓 𝑥 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2 

=>   𝑢 𝑥, 𝑡 =  𝐶1𝑥 + 𝐶2 𝐴 

 .دس جٕاة فٕق تبثغ صيبٌ ٔجٕد َذاسد ٔ ًَي تٕاَذ جٕاة يؼبدنّ گشيب ثبؽذ

𝑘 (ة  > 0          <=    𝑘 = 𝜆2 

g ′ 𝑡 − 𝜆2𝐶2𝑔 𝑡 = 0       &      𝑓" 𝑥 − 𝜆2𝑓 𝑥 = 0 

=>   𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐴𝑒𝜆2𝐶2𝑡 𝐶1𝑒
𝜆𝑥 + 𝐶2𝑒

−𝜆𝑥   

 :ثب ثشسعي ؽشايظ يشصي دس يؼبدنّ فٕق خٕاْيى داؽت 

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐴𝑒𝜆2𝐶2𝑡 𝐶1𝑒
𝜆∗0 + 𝐶2𝑒

−𝜆∗0  

=>   𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐴𝑒𝜆2𝐶2𝑡 𝐶1𝑒
𝜆𝑥 − 𝐶1𝑒

−𝜆𝑥  = 𝐴𝐶1𝑒
𝜆2𝐶2𝑡 𝑒𝜆𝑥 − 𝑒−𝜆𝑥   

 :  داسيى B ثّ ػُٕاٌ 𝐴𝐶1ثب دس َظش گشفتٍ ضشيت 

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐵𝑒𝜆2𝐶2𝑡 𝑒𝜆𝑥 − 𝑒−𝜆𝑥   

 : ثب اػًبل ؽشط يشصي دٔو داسيى 

𝐵𝑒𝜆2𝐶2𝑡 𝑒𝜆𝑙 − 𝑒−𝜆𝑙  = 0     =>    𝐵 ≠ 0    =>    𝑢 = 0 

𝑘دس َتيجّ دس فٕستي كّ  >  .  ثبؽذ ايٍ يؼبدنّ َيض جٕاة يؼبدنّ اَتمبل دشاست سا ثذعت ًَي دْذ 0

𝑘 (ج  < 0           <=    𝑘 = −𝜆2 

g ′ 𝑡 − 𝜆2𝐶2𝑔 𝑡 = 0       &      𝑓" 𝑥 − 𝜆2𝑓 𝑥 = 0 

=> 𝑢 𝑥, 𝑡 =  𝐶1 cos𝜆𝑥 + 𝐶2 sin𝜆𝑥 𝐴𝑒−𝜆2𝑐2𝑡 

 : ثب اػًبل ؽشط أل يشصي داسيى 

𝑢 0, 𝑡 = 0     =>     𝐶1 + 𝐶2 ∗ 0 𝐴𝑒−𝜆2𝑐2𝑡 = 0      => 𝐶1 = 0     =>    𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐶2 sin 𝜆𝑥 𝐴𝑒−𝜆2𝑐2𝑡 

 : ٔ اػًبل ؽشط يشصي دٔو خٕاْيى داؽت B ثّ َبو 𝐴𝐶2ثب دس َظش گشفتٍ ضشيت 
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𝐵 sin 𝜆𝑙 𝑒−𝜆2𝑐2𝑡 = 0   =>   sin𝜆𝑙 = 0   =>    𝜆 =
𝑛𝜋

𝑙
 

=>    𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐵 sin
𝑛𝜋

𝑙
𝑥𝑒

−
𝑛2𝜋2𝑐2

𝑙2 𝑡
 

 : يك جٕاة داسيى پظ يجًٕع ًّْ ايٍ جٕاثٓب َيض جٕاة يغئهّ ْغتُذ nدس يؼبدنّ فٕق ثّ اصا ْش .  سا تؼييٍ كُيى Bكبفي اعت 

𝑢 𝑥, 𝑡 =  𝑏𝑛 sin
𝑛𝜋

𝑙
𝑥𝑒

−
𝑛2𝜋2𝑐2

𝑙2 𝑡

∞

𝑛=1

 

 :اگش فشك كُيى دشاست أنيّ دس ْش يكبٌ يؼهٕو ثبؽذ .  َيبص ثّ ؽشط ديگشي داسيى 𝑏nثشاي يذبعجّ 

𝑢 𝑥, 0 =  𝑥 =  𝑏𝑛 sin
𝑛𝜋

𝑙
𝑥

∞

𝑛=1

    &     
2𝜋𝑛

𝑇
=

𝑛𝜋

𝑙
     =>      𝑇 = 2𝑙 

 . ٔ فشد اعت 2l تبثؼي يتُبٔة ثب دٔسِ تُبٔة h(x)ثب يلادظّ يؼبدنّ فٕق يي تٕاٌ اعتُجبط كشد كّ 

bn =
4

T
  𝑥 sin

2𝜋

𝑇
𝑛𝑥 𝑑𝑥

T
2 

 

=>    bn =
2

𝑙
  𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑙
𝑥

𝑙

0

𝑑𝑥 

 

  يؼبدنّ اَتمبل دشاست ثّ ؽكم: خلاصّ ٔ خًع تُذي حم يعادنّ گزيا 

 

𝜕u

∂𝑡
= C2

𝜕2u

∂x2
 

 

,𝑢 0  (انف : ٔ ثب ؽشايظ يشصي  𝑡 = 0 

,𝑢 𝑙  (                      ة  𝑡 = 0 

 U(x,0) = h(x):    ٔ ؽشايظ أنيّ 

 :دم ؽذ ٔ اثجبت گشديذ كّ جٕاة آٌ ثّ فٕست صيش اعت 

𝒖 𝒙, 𝒕 =   𝒃𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅

𝒍
𝒙𝒆

−
𝑛2𝜋2𝑐2

𝑙2 𝑡
 

∞

𝒏=𝟏

 

𝐛𝐧 =
𝟐

𝐥
 𝒉 𝒙 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒙 𝒅𝒙

𝐥

𝟎
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,u(x,0)=5 ٔ 𝑢 0 جٕاة يؼبدنّ گشيب ثّ فٕست – 8يثبل  𝑡 = 𝑢 𝜋, 𝑡 =   سا ثذعت آٔسيذ ؟C=1ثب پبسايتش  0

bn =
2

π
 5 sin

nπ

π
x

π

0

𝑑𝑥 =
10

𝜋
 sin 𝑛𝑥

𝜋

0

𝑑𝑥 

bn =
20

𝑛𝜋
 𝑛ْبي فشد               

𝑢(𝑥, 𝑡0 =  
20

𝑛𝜋
sin 𝑛𝑥 𝑒−𝑛2𝑡

𝑛ْبي فشد

 

 :حم يعادنّ لاپلاص 

 يؼبدنّ لاپلاط ثّ فشو 

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
+ ⋯ = 0 

 لبثم ثيبٌ اعت كّ دس فضبي دٔ ثؼذي ثّ فٕست خبؿ 

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 

ايٍ يؼبدنّ ثب اعتفبدِ اص سٔػ ضشثي . كبسثشد ايٍ يؼبدنّ دس يذبعجّ اختلاف پتبَغيم ثّ ٔجٕد آيذِ دس عطٕح سعبَب يي ثبؽذ . لبثم ثيبٌ اعت 

 u(x,y)=f(x)g(y): لبثم دم اعت 

 :حم يعادنّ لاپلاص 

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 

U=f(x)g(y)   =>   
∂2u

∂x2 = 𝑓" 𝑥 𝑔 𝑦       &      
∂2u

∂y2 = 𝑓 𝑥 𝑔" 𝑦  

=> 𝑓" 𝑥 𝑔 𝑦 +  𝑓 𝑥 𝑔" 𝑦 = 0   => 𝑓" 𝑥 𝑔 𝑦 = −𝑓 𝑥 𝑔" 𝑦   =>
𝑓" 𝑥 

𝑓 𝑥 
= −

𝑔" 𝑦 

𝑔 𝑦 
 

 :پظ ايٍ يؼبدنّ ثب سٔػ ضشثي لبيم دم اعت 

𝑓" 𝑥 

𝑓 𝑥 
= 𝑘     &    

𝑔" 𝑦 

𝑔 𝑦 
= −𝑘 

  k=0 (انف 

𝑓" 𝑥 = 0    =>    𝑓 𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵 

𝑔" 𝑦 = 0   =>    𝑔 𝑦 = 𝐶𝑦 + 𝐷 

=> 𝑢 𝑥,𝑦 =  𝐴𝑥 + 𝐵  𝐶𝑦 + 𝐷  

k>0     <=         𝑘 (ة  = 𝜆2 

=>    𝑢 𝑥,𝑦 =  𝐴𝑒𝜆𝑥 + 𝐵𝑒−𝜆𝑥   𝐶 cos𝜆𝑦 + 𝐷 sin 𝜆𝑦  
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k<0     <=      𝑘 (ج  = −𝜆2 

=>    𝑢 𝑥, 𝑦 =  𝐴𝑒𝜆𝑦 + 𝐵𝑒−𝜆𝑦   𝐶 cos 𝜆𝑥 + 𝐷 sin 𝜆𝑥  

ًْبَطٕس كّ يي ثيُيى ايٍ يؼبدنّ َيض داساي عّ جٕاة اعت كّ جٕاة خقٕفي يؼبدنّ ثب اعتفبدِ اص اػًبل ؽشايظ أنيّ ٔ يشصي يذبعجّ خٕاْذ 

 .ؽذ 

 :رٔع دالايثز 

 ايٍ سٔػ فمظ ثشاي دم يؼبدنّ يٕج ثّ فٕست 

𝜕2u

∂t2
= C2

𝜕2u

∂x2
 

 : ثّ كبس يي سٔد كّ دس ايٍ يؼبدنّ ؽشايظ أنيّ ٔ يشصي ثّ فٕست صيش ْغتُذ 

 

,𝑢 0  (انف : ؽشايظ يشصي  𝑡 = 0 

,𝑢 𝑙  (                    ة  𝑡 = 0 

 U(x,0) = h(x)  (انف : ؽشايظ أنيّ 

  (           ة 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 𝑥, 0 =  𝑘 𝑥  

ثشاي تغييش يتغيش يي ثبيغت ػجبسات . پيؾُٓبد داد z=x+ct ٔ w=x-ctثشاي دم ايٍ يؼبدنّ دالايجش تغييش يتغيشي ثّ فٕست 
𝜕2u

∂x2   ٔ  
𝜕2u

∂t2 سا  

 :ثب اعتفبدِ اص لبػذِ صَجيشِ اي پيذا كُيى 

𝜕u

∂x
=

𝜕u

∂z

∂z

∂x
+

𝜕u

∂w

∂w

∂x
      =>     

𝜕u

∂x
=

𝜕u

∂z
+

𝜕u

∂w
 

𝜕2u

∂x2
=

𝜕2u

∂z2
+

𝜕2u

∂w2
+ 2

𝜕2u

∂z∂w
 

𝜕u

∂t
=

𝜕u

∂z

∂z

∂t
+

𝜕u

∂w

∂w

∂t
      =>    

𝜕u

∂t
= c

𝜕u

∂z
− c

𝜕u

∂w
 

𝜕2u

∂𝑡2
= 𝑐2  

𝜕2u

∂z2
+

𝜕2u

∂w2
− 2

𝜕2u

∂z ∂w
  

اگش دبفم ػجبسات  
𝜕2u

∂x2   ٔ  
𝜕2u

∂t2 لشاس دْيى داسيى  (يؼبدنّ يٕج  )  سا دس يؼبدنّ افهي: 

𝑐2  
𝜕2u

∂z2
+

𝜕2u

∂w2
− 2

𝜕2u

∂z∂w
 = 𝑐2  

𝜕2u

∂z2
+

𝜕2u

∂w2
+ 2

𝜕2u

∂z ∂w
  

=> 4𝑐2
𝜕2u

∂z ∂w
= 0     =>   

𝜕2u

∂z ∂w
= 0     =>    𝑢 = 𝜌 𝑥 − 𝑐𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑐𝑡  

 .  سا ثب اعتفبدِ اص اػًبل ؽشايظ أنيّ ثذعت آٔسد  g ٔ 𝜌دبل يي تٕاٌ تٕاثغ 

  u(x,0)=h(x): ؽشط أنيّ أل 

=>   𝜌 𝑥 + 𝑔 𝑥 =  𝑥  
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: ؽشط أنيّ دٔو 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 𝑥, 0 = 𝑘(𝑥) 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
 𝑥, 0 = −𝑐𝜌′ 𝑥 − 𝑐𝑡 + 𝑐𝑔′ 𝑥 + 𝑐𝑡 = 𝑘 𝑥  

=>   −𝑐𝜌′ 𝑥 + 𝑐𝑔′ 𝑥 = 𝑘 𝑥   =>  −𝜌′ 𝑥 + 𝑔′ 𝑥 =
1

c
k x   =>  −𝜌 𝑥 + 𝑔 𝑥 =

1

𝑐
 𝑘 𝜏 

𝑥

−∞

𝑑𝜏 

1 ِ ∶  ؽًبس    𝜌 𝑥 + 𝑔 𝑥 =  𝑥  

2 ِ ∶ ؽًبس   −𝜌 𝑥 + 𝑔 𝑥 =
1

𝑐
 𝑘 𝜏 

𝑥

−∞

𝑑𝜏 

 : اگش دٔ ػجبست فٕق سا ثب ْى جًغ كُيى داسيى 

=>   2𝑔 𝑥 =  𝑥 +
1

𝑐
 𝑘(𝜏)

𝑥

−∞

𝑑𝜏     =>   𝑔 𝑥 =
1

2
 𝑥 +

1

2𝑐
 𝑘(𝜏)

𝑥

−∞

𝑑𝜏 

 : داسيى 1اص ساثطّ ؽًبسِ 

ρ 𝑥 =  𝑥 − 𝑔 𝑥  =>   𝜌 𝑥 =  𝑥 −  
1

2
 𝑥 +

1

2𝑐
 𝑘 𝜏 

𝑥

−∞

𝑑𝜏     =>   𝜌 𝑥 =
1

2
 𝑥 −

1

2𝑐
 𝑘 𝜏 

𝑥

−∞

𝑑𝜏 

 :اص طشفي 

𝑢 = 𝜌 𝑥 − 𝑐𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑐𝑡  

=>   𝑢 =
1

2
 𝑥 − 𝑐𝑡 −

1

2𝑐
 𝑘 𝜏 

𝑥−𝑐𝑡

−∞

𝑑𝜏 +
1

2
 𝑥 + 𝑐𝑡 +

1

2𝑐
 𝑘 𝜏 

𝑥+𝑐𝑡

−∞

𝑑𝜏 

 :دس َتيجّ جٕاة دالايجش يؼبدنّ يٕج ػجبستغت اص 

𝒖 𝒙, 𝒕 =
𝟏

𝟐
 𝒉 𝒙 − 𝒄𝒕 + 𝒉 𝒙 + 𝒄𝒕  +

𝟏

𝟐𝒄
 𝒌 𝝉 

𝒙+𝒄𝒕

𝒙−𝒄𝒕

𝒅𝝉 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

www.jozve.org

www.jozve.org



28 
 

 فشك كُيذ َخ دس نذظّ ففش داساي عشػت أنيّ ففش اعت ٔ ؽكم طُبة دس نذظّ أل ثّ فٕست صيش اعت اگش پبسايتش عشػت – 8يثبل 

,𝑢 0يٕج يك ثبؽذ يؼبدنّ دشكت َخ سا ثّ سٔػ دالايجش دس ْش نذظّ اص صيبٌ ثيبثيذ ؟   𝑡 = 𝑢 𝜋, 𝑡 = 0 

                                                                                                     h(x)                                                                                                                                                                                                                                                                                                              

                                                                                                      1 

 

 

                                  x 

                                                                 π 

=  𝑥:  سا يذبعجّ كُيى كّ اص يذبعجّ ؽيت خظ داسيى h(x)اثتذا ثبيغتي يمذاس 
1

𝜋
𝑥 .  دس ايٍ يغئهّ عشػت أنيّ ففش اعت يب ثّ ػجبستي

1

2c
 k τ dτ = 0

x+xt

x−ct
     

2𝑙 سا يي تٕاٌ يك تبثغ يتُبٔة فشد ثب دٔسِ تُبٔة h(x)اص طشفي يي داَيى كّ  = 2𝜋 دس َظش گشفت پي عشي فٕسيّ داسد : 

 𝑥 =   𝑏𝑛 sin
2𝜋𝑛𝑥

𝑇
 

∞

𝑛=1

=   𝑏𝑛 sin nx 

∞

𝑛=1

 

bn =
4

T
 h x sin

2π

T
nx

T
2 

0

𝑑𝑥 =
1

𝜋
 

1

𝜋
𝑥 sin𝑛𝑥

𝜋

0

𝑑𝑥 = −
1

𝑛𝜋
cos𝑛𝜋 

=> 𝑢 𝑥, 𝑡 =
1

2
 {−

1

𝑛𝜋
cos 𝑛𝜋

∞

𝑛=1

[sin𝑛 𝑥 + 𝑐𝑡 + sin 𝑛(𝑥 − 𝑐𝑡)]} 
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 :خلاصّ 

  2فشو كهي يؼبدلات ديفشاَغيم ثب يؾتمبت جضيي يشتجّ 

A
𝝏𝟐𝑼

𝝏𝒙𝟐 + 𝑩
𝝏𝟐𝑼

𝝏𝒙𝝏𝒚
+ 𝑪

𝝏𝟐𝑼

𝝏𝒚𝟐 + 𝑫
𝝏𝑼

𝝏𝒙
+ 𝑬

𝝏𝑼

𝝏𝒚
+ 𝑭𝑼 + 𝑮 = 𝟎 

 دالايجش- 4ضشثي - 3تغييش يتغيش - 2فبكتٕسگيشي - 1 : 2سٔػ ْبي دم يؼبدلات ديفشاَغيم ثب يؾتمبت جضيي يشتجّ 

 :يؼبدنّ يٕج ٔ ضشايت آٌ 

𝒖 𝒙, 𝒕 =    𝒂𝒏 𝐜𝐨𝐬
𝒏𝝅

𝒍
𝒄𝒕 + 𝒃𝒏 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒄𝒕 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒙 

∞

𝒏=𝟏

 

𝐚𝐧 =
𝟐

𝐥
 𝒉 𝒙 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒙 𝒅𝒙

𝐥

𝟎

 

𝒃𝒏 =
𝟐

𝒏𝝅𝒄
 𝒌 𝒙 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒙

𝒍

𝟎

𝒅𝒙 

 :دبنت خبؿ يؼبدنّ يٕج صيبَي اعت كّ عشػت أنيّ ففش ثبؽذ دس َتيجّ داسيى 

𝒖 𝒙, 𝒕 =    𝒂𝒏 𝐜𝐨𝐬
𝒏𝝅

𝒍
𝒄𝒕 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒙 

∞

𝒏=𝟏

 

𝐚𝐧 =
𝟐

𝐥
 𝒉 𝒙 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒙 𝒅𝒙

𝐥

𝟎

 

  :(اَتمبل دشاست  )يؼبدنّ گشيب 

𝒖 𝒙, 𝒕 =   𝒃𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅

𝒍
𝒙𝒆

−
𝑛2𝜋2𝑐2

𝑙2 𝑡 

∞

𝒏=𝟏

 

𝐛𝐧 =
𝟐

𝐥
 𝒉 𝒙 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅

𝒍
𝒙 𝒅𝒙

𝐥

𝟎

 

  :(دم يؼبدنّ يٕج  )سٔػ دالايجش 

𝐮 𝐱, 𝐭 =
𝟏

𝟐
 𝐡 𝐱 − 𝐜𝐭 + 𝐡 𝐱 + 𝐜𝐭  +

𝟏

𝟐𝐜
 𝐤 𝛕 

𝐱+𝐜𝐭

𝐱−𝐜𝐭

𝐝𝛕 
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 :تًزيُات آخز فصم 

𝑥يؼبدنّ صيش سا دم كُيذ ؟       
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 

 جٕاة يؼبدنّ يك َخ يشتؼؼ ثب عشػت أنيّ ففش ٔ عشػت يٕج يك ٔ ؽكم أنيّ ثّ فٕست صيش سا ثذيغت آٔسيذ ؟

                                                                                                                                        h(x) 

                                                                                                                                       1 

  

 

                                                       X              π 

  سا ثّ سٔػ ضشثي دم ًَٕدِ ٔ پبعخ دبفهّ سا ثب پبعخ سٔػ دالايجش يمبيغّ كُيذ ؟8يثبل ؽًبسِ 
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 طٕوفصم 

 آشُايي تا اعذاد ٔ تٕاتع يختهط

 

 يك ػذد يختهظ ػذدي اعت ؽبيم دٔ ثخؼ دميمي ٔ يْٕٕيي كّ دس ٔالغ ْش ػذد يختهظ ثيٍ َمطّ اي دس  ( :Z )تعزيف عذد يختهط 

 Z=a+bj:     فضبي دٔ ثؼذي اعت 

 . دس فضبي دٔ ثؼذي 1 ٔ ػشك 2 َمطّ اي اعت ثب طٕل j+2ثّ ػُٕاٌ يثبل يُظٕس اص ػذد 

 .  ًَبيؼ داد 𝒓∢𝜽ٔ لطثي تّ شكم  ( x+jy   )دكارتي : ْش ػذد يختهظ سا يي تٕاٌ ثب دٔ فشو 

 :تثذيم فزو دكارتي تّ لطثي ٔ تزعكض 

𝑥 + 𝑗𝑦       =>        𝑟 =  𝑥2 + 𝑦2       &      𝜃 = tan−1
𝑦

𝑥
 

𝑟∢𝜃         =>     𝑥 = 𝑟 cos𝜃    &     𝑦 = sin 𝜃      =>   𝑍 = 𝑟[cos𝜃 + 𝑗 sin𝜃] 

:       اعًال اصهي رٔي اعذاد يختهط   

Z1 = a1 + 𝑗𝑏1 ≡ 𝑟1∢𝜃1        &    𝑍2 = 𝑎2 + 𝑗𝑏2 ≡ 𝑟2∢𝜃2 

 :خًع ٔ تفزيك  (انف 

=>    Z1 ± Z2 =  𝑎1 ± 𝑎2 + 𝑗 𝑏1 ± 𝑏2  

 :ضزب ٔ تمظيى  (ب 

𝑍1 ∗ Z2 = r1r2∢θ1 + θ2 

Z1

Z2

=
r1

r2

∢θ1 − θ2 

 :تٕاٌ ٔ خذر  (ج 

 :تٕاٌ سعبَذٌ يك ػذد يختهظ  -1

𝑍n = rnejnθ  

 . ثشاثش يي ؽٕد 2 سعيذِ ٔ صأيّ آٌ n ثّ تٕاٌ يي سعذ اَذاصِ آٌ ثّ تٕاٌ nُْگبيي كّ : َكتّ 

1)يمذاس  - 1يثبل  + 𝑗)100سا يذبعجّ كُيذ ؟   

 1 + 𝑗 100 ≡   2∢
π

4
 

100

= 250∢
100π

4
= 250∢25π = 250 cos 25π + j sin 25π = −250  

=>       −2 50100
= 1 + 𝑗 

ثب تٕجّ ثّ يثبل لجم يلادظّ يي ؽٕد جزس اػذاد يُفي دس دٕصِ يختهظ يفٕٓو پيذا يي كُذ ثُبثشايٍ ثب تؼشيف : جزس اػذاد يختهظ  -2

 .اػذاد يختهظ اػذاد يُفي َيض جزس داس يي ؽَٕذ 

j2 = −1        =>     𝑗 =  −1 
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16−  -   2يثبل  =?   

 −16 =  16 ∗  −1 =  16 ∗  −1 = 4𝑗 

  :(چّ يثثت ٔ چّ يُفي  ) او يك عذد يختهط nريشّ 

 𝐙
𝐧

=  𝐫𝐧 ∢
𝛉

𝐧
 

𝑍 اگش ثخٕاْيى كهيّ جٕاثٓبي  
n

 :  سا ثذعت آٔسيى يي تٕاٌ َٕؽت 

 Z
n

= Z
1

n =  r
n  cos

θ + 2kπ

n
+ j sin

θ + 2kπ

n
  

1 -  3يثبل 
3

  سا ثيبثيذ ؟

1 = 1 + 0j ≡ 1∢0 

=>     1
3

= 1
1

3 =  1
3

 cos
0 + 2kπ

3
+ j sin

0 + 2kπ

3
  

 : داسيى n ْبي يختهف اص ففش تب kثّ اصا لشاس دادٌ 

k = 0  =>   Z1 = 1 

k = 1  =>  Z2 = 1  cos
2π

3
+ j sin

2π

3
  

k = 2  =>  Z3 = 1  cos
4π

3
+ j sin

4π

3
  

Z4يؼبدنّ   - 4يثبل  − 𝑗 =    سا دم كُيذ ؟0

Z4 − j = 0    =>   Z4 = j     Z = j
1

4         &    𝑗 ≡ 1∢
π

2
 

Z
1

4 =  1
4

 cos

π

2
+ 2kπ

4
+ j sin

π

2
+ 2kπ

4
         &     𝑘 = 0,1,2,3 

k = 0  =>   Z1 = 1(cos
π

8
+ j sin

π

8
) 

k = 1  =>   Z2 = 1(cos
5π

8
+ j sin

5π

8
) 

k = 2  =>   Z3 = 1(cos
9π

8
+ j sin

9π

8
) 

k = 3  =>   Z4 = 1  cos
13π

8
+ j sin

13π

8
  

 :نگاريتى اعذاد يختهط 

log Z = log rejθ = log r + log ejθ = log r + jθ log e 

=>     ln Z = ln r + jθ ln e 

=>    𝐥𝐧 𝐙 = 𝐥𝐧 𝐫 + 𝐣𝛉 
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 : َكتّ 

𝑍 = 𝑟𝑒𝑗𝜃 = rej θ±2kπ  

 :ثب تٕجّ ثّ َكتّ فٕق يي تٕاٌ نگبسيتى اػذاد يختهظ سا ثذيٍ فٕست تؼشيف ًَٕد 

𝒍𝒏 𝒁 = 𝒍𝒏 𝒓 + 𝒋 𝜽 ± 𝟐𝒌𝝅                &  𝑘𝜖𝑧 

يمذاس افهي يب افطلادب ؽبخّ .  َيض يي تٕاٌ يك يمذاس افهي تؼشيف ًَٕد ln Zثشاي تبثغ .  دس اػذاد يختهظ چُذ يمذاسي اعت logيؼُي تبثغ 

π− ًْٕاسِ ثيٍ θدس ايٍ دبنت .  يذبعجّ يي ؽٕد k=0 ثّ اصا ln Zافهي تبثغ  < 𝜃 ≤ 𝜋 اَتخبة يي ؽٕد  .( θ ∈ (−π,π])  

  سا يذبعجّ كُيذ ؟log iيمذاس افهي - 5يثبل 

𝑖 = 0 + 𝑖 ≡ 1𝑒 𝑗
𝜋

2         =>        ln i = ln 1 + 𝑗
𝜋

2
        =>      𝐿𝑛 𝑖 = 𝑗

𝜋

2
 

  سا يذبعجّ كُيذ ؟ln(-j) يمذاس افهي – 6يثبل 

−𝑗 = 0 − 𝑗 ≡ 1𝑒−𝑗
𝜋

2       =>      𝐿𝑛 −𝑗 = ln 𝑟 + 𝑗𝜃 =>      𝐿𝑛 −𝑗 = −𝑗
𝜋

2
 

  سا ثيبثيذ ؟ln(-1) يمذاس افهي – 7يثبل 

−1 = −1 + 0𝑗 ≡ 1𝑒𝑗𝜋          =>      𝐿𝑛 −1 = 𝑗𝜋 

  سا ثيبثيذ ؟Ln(1+j) ٔ Ln(1-j)يمبديش افهي - 8يثبل 

𝐿𝑛 1 + 𝑗 = 𝑙𝑛 2 + 𝑗
𝜋

4
 

𝐿𝑛 1 − 𝑗 = 𝑙𝑛 2 − 𝑗
𝜋

4
 

 :تٕاٌ اعذاد يختهط 

𝒁𝒁 =  𝒓𝒂𝒆𝒋𝒂𝜽  𝒓𝒃𝒋𝒆−𝒃𝜽  

  bj=ln𝑒𝑏𝑗:   اص طشفي داسيى 

=>      𝐙𝐙 =  𝒓𝒂𝒆𝒋𝒂𝜽  𝒓𝐥𝐧𝒆𝒃𝒋
𝒆−𝒃𝜽  

  سا يذبعجّ كُيذ ؟𝑗j يمذاس ػجبست – 9يثبل 

𝑗j =  ej
π

2 
j

= 𝑒
π

2
j2

       =>      𝑗j = e−
π

2  

 . ثشاي يذبعجّ تٕاثغ يثهثبتي اػذاد يختهظ اص فشو دكبستي اعتفبدِ يي ؽٕد :تٕاتع يثهثاتي 

sin Z = sin a + jb = sin a cos bj + sin bj cos a 

=>    𝒔𝒊𝒏𝒁 = 𝒔𝒊𝒏𝒂𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒃 + 𝒋 𝒔𝒊𝒏𝒉𝒃 𝒄𝒐𝒔𝒂 

cos𝑍 = cos a + bj = cos a cos bj − sin a sin bj 

𝐜𝐨𝐬 𝐙 = 𝐜𝐨𝐬 𝐚 𝐜𝐨𝐬𝐡𝐛 − 𝒋 𝐬𝐢𝐧𝐡𝒃𝐬𝐢𝐧 𝒂 

𝐭𝐚𝐧𝒁 =
𝐬𝐢𝐧 𝐙

𝐜𝐨𝐬 𝐙
= 𝐭𝐚𝐧𝐚 − 𝐜𝐨𝐭 𝐚 
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𝐜𝐨𝐭 𝒁 =
𝐜𝐨𝐬 𝐙

𝐬𝐢𝐧𝐙
= 𝐜𝐨𝐭 𝐚 − 𝐭𝐚𝐧 𝐚 

  سا يذبعجّ كُيذ ؟sin(1+j)- 10يثبل 

sin 1 + 𝑗 = sin 1 cos j + cos 1 sin j       =>      sin 1 + j = sin 1 cosh 1 + j sinh 1 cos 1 

 :يشتك تٕاتع يختهط ٔ شزايط كٕشي ريًاٌ 

ثشاي سعى يك تبثغ يختهظ َيبص ثّ يك فضبي چٓبس ثؼذي . تبثغ يختهظ تبثؼي اعت كّ يك فضبي دٔ ثؼذي سا ثّ يك فضبي دٔ ثؼذي تجذيم يي ًَبيذ 

 سا W ٔ ديگشي َبديّ Zثشاي ًْيٍ يُظٕس تٕاثغ يختهظ سا ثّ فٕست دٔ َبديّ جذاگبَّ تشعيى يي كُيى يكي َبديّ . داسيى كّ غيش يًكٍ اعت 

 . َگبؽت گفتّ يي ؽٕد fًَبيؼ يي دْذ ٔ ثّ تبثغ 

𝑊 = 𝑓 𝑍     =>    𝑢 + 𝑣𝑗 = 𝑥 + 𝑗𝑦 

𝑤دس تبثغ - 11يثبل  = 𝑒𝑍 يمبديش uٔ  vسا ثيبثيذ ؟  

𝑒Z = e x+jy = ex ejy = ex cos 𝑗𝑦 + 𝑗 sin 𝑗𝑦 = ex cos jy + jex sin jy 

=>        𝑢 = ex cos jy     &    𝑣 = ex sin jy 

  سا ثيبثيذ ؟u ٔ  v يمبديش W=sin Zدس تبثغ - 12يثبل 

𝑊 = sin𝑍 = sin 𝑥 + 𝑗𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑦 + 𝑗𝑠𝑖𝑛 𝑦𝑐𝑜𝑠 𝑥 

=>     𝑢 = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑦     &   𝑣 = sin 𝑦𝑐𝑜𝑠 𝑥 

 :شزايط يشتك پذيزي يك تاتع يختهط 

 :كٕؽي سيًبٌ ؽشايظ يؾتك پزيشي يك تبثغ يختهظ سا ثشسعي ًَٕد ٔ دٔ ؽشط صيش سا ثشاي يؾتك پزيشي تبثغ ثذعت آٔسد 

1- u ٔ v تٕاثؼي پيٕعتّ ثبؽُذ . 

2- 
𝜕u

∂x
=

∂v

∂y
      ٔ     

𝜕u

∂y
= −

∂v

∂x
 

= 𝑓 𝑍 تذميك كُيذ آيب تبثغ  – 13يثبل  𝑍2يؾتك پزيش اعت يب خيش ؟   

𝑍 = 𝑥 + 𝑗𝑦   =>    𝑍2 = 𝑥2 − y2 + 𝑗2𝑥𝑦 

 .پظ ؽشط أل كٕؽي سيًبٌ ثشلشاس اعت .  پيٕعتّ ْغتُذ u ٔ vتٕاثغ 

𝜕u

∂x
=

∂v

∂y
     =>    2𝑥 = 2𝑥 

𝜕u

∂y
= −

∂v

∂x
    =>   −2𝑦 = −2𝑦 

 .دس َتيجّ ؽشط دٔو َيض ثشلشاس اعت پي ايٍ تبثغ ًْٕاسِ ٔ دس ًّْ َمبط فضب يؾتك پزيش اعت 

= 𝑓 𝑍تذميك كُيذ آيب تبثغ  - 14يثبل  𝑅𝑒{𝑍}𝑍2يؾتك پزيش اعت يب خيش ؟   

𝑅𝑒 𝑍 = 𝑥     =>     𝑓 𝑍 = 𝑥3 − 𝑥2𝑦2 + 𝑗2𝑥2𝑦 

 .پظ ؽشط أل كٕؽي سيًبٌ ثشلشاس اعت .  پيٕعتّ ْغتُذ u ٔ vتٕاثغ 

𝜕u

∂x
= 3𝑥2 − y2     &  

𝜕v

∂y
= 2𝑥2  
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∂u

∂y
= −2𝑥𝑦   &  

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 4𝑥𝑦 

3𝑥2 − y2 = 2𝑥2 

4𝑥𝑦 = 2𝑥𝑦 

=>     𝑥 = 0  & 𝑦 = 0 

 .ايٍ تبثغ فمظ دس يجذا يختقبت يؾتك پزيش اعت 

   يؾتك پزيش اعت يب خيش ؟f(Z)=Re{Z}تذميك كُيذ آيب تبثغ  - 15يثبل 

 ثشلشاس اعت ٔني ثب تٕجّ ثّ يؾتك گيشي ْبي ؽشايظ كٕؽي سيًبٌ اثجبت يي ؽٕد ايٍ تبثغ ًْٕاسِ دس ْيچ َمطّ اي u ٔ vؽشط پيٕعتّ ثٕدٌ 

 .دس فضب يؾتك پزيش َيغت 

 يك تبثغ يختهظ يي تٕاَذ يب دس ًّْ جب يؾتك پزيش ثبؽذ يب دس َمطّ يب يذذٔدِ اي خبؿ يؾتك پزيش ثبؽذ يب يًكٍ اعت دس ْيچ َمطّ :َتيجّ گيشي 

 .اي اص فضب يؾتك پزيش َجبؽذ 

 :يحاطثّ يشتك تٕاتع يختهط 

ٔاضخ اعت كّ تبثؼي داساي يؾتك اعت كّ يب دس ًّْ جب يؾتك پزيش ثبؽذ يب دذالم دس َمبطي يؾتك پزيش ثبؽذ ثُبثشايٍ يؾتك يك تبثغ غيش يؾتك 

 :يؾتك يك تبثغ يؾتك پزيش سا يي تٕاٌ اص يكي اص سآْبي صيش ثذعت آٔسد . پزيش يفٕٓيي َذاسد 

 ثب اعتفبدِ اص فشيٕل ْبي يؼشٔف يؾتك دس فٕست ايكبٌ  -1

2- f ′ 𝑍 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑗

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

3- f ′ 𝑍 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑗

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

  سا دس فٕست ايكبٌ يذبعجّ كُيذ ؟𝑍2ٔ |𝑍|2يؾتك تٕاثغ - 16يثبل 

 . دس ًّْ َمبط فضب يؾتك پزيش اعت 𝑍2يي داَيى تبثغ 

f ′ 𝑍 = 2𝑍 

f ′ 𝑍 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑗

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 𝑗2𝑦 = 2 𝑥 + 𝑗𝑦 = 2𝑍 

𝑓′  𝑍 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑗

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2𝑥 − 𝑗 −2𝑦 = 2𝑥 + 𝑗2𝑦 = 2 𝑥 + 𝑗𝑦 = 2𝑍 

 𝑍 2 =   𝑥2 + 𝑦2 
2

= 𝑥2 + y2 

 . ثشلشاس اعت ٔ ايٍ تبثغ فمظ دس يجذا يختقبت يؾتك پزيش اعت u ٔ vؽشط پيٕعتّ ثٕدٌ 

f ′ 𝑍 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑗

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 0𝑗 = 2𝑥 

𝑓′  𝑍 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑗

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 − 𝑗2𝑦 = −𝑗2𝑦 

يي تٕاٌ دس دبنت كهي ثيبٌ كشد كّ ًّْ تٕاثغ چُذ جًهّ اي ًْٕاسِ دس ًّْ َمبط فضب يؾتك پزيشَذ ٔ يؾتك آَٓب اص ساثطّ أل لبثم : َكتّ 

 .يذبعجّ اعت 

 . َبييى اگش ايٍ تبثغ دس ايٍ َمطّ ٔ يك ًْغبيگي آٌ يؾتك پزيش ثبؽذ 𝑍0 تبثؼي سا تذهيهي دس يك َمطّ يبَُذ   :(آَانيتيك  )تعزيف تاتع تحهيهي 

 . يؾتك پزيش اعت دس ايٍ َمطّ تذهيهي َيغت Z=0 چٌٕ فمظ دس َمطّ Z|2|ثّ ػُٕاٌ يثبل تبثغ 
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 :َتيح 

 .تبثؼي كّ فمظ دس يك َمطّ يؾتك پزيش اعت دس ْيچ كجب تذهيهي َيغت  -1

 .تبثؼي كّ دس ْيچ كجب يؾتك پزيش َيغت دس ْيچ كجب تذهيهي َيغت  -2

 . تبثؼي كّ دس ًّْ جب تذهيهي ثبؽذ تبثغ تبو گفتّ يي ؽٕد  :(كايم  )تعزيف تاتع تاو 

:  داؽتّ ثبؽيى u اگش ثشاي تبثغ : تعزيف يعادنّ لاپلاص 
𝜕2u

∂x2 +
𝜕2u

∂y2 +
𝜕2u

∂z2 + ⋯ =  .ثّ يؼبدنّ فٕق يؼبدنّ لاپلاط گٕييى   . 0

 . افطلادب ًْغبص يب ْبسيَٕيك گٕييى اگش ايٍ تبثغ دس يؼبدنّ لاپلاط فذق كُذ u ثّ تبثؼي يبَُذ  :(ْاريَٕيك  )تعزيف تاتع ًْظاس 

𝑥2تذميك كُيذ آيب تٕاثغ - 17يثبل  + 𝑦2 ٔ 2xy ٔ 
1

2
ln(𝑥2 + 𝑦2)ْبسيَٕيك ْغتُذ يب خيش ؟  

𝑥2جٓت يؼبدنّ  + y2 ِثب دٔثبس يؾتك گيشي اص دٔ يتغيش x ٔ y داسيى : 

∂u

∂x
= 2𝑥  &  

𝜕2u

∂x2
= 2 

∂u

∂y
= −2𝑦  &  

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −2 

 .ثب تٕجّ ثّ يذبعجبت فٕق ايٍ تبثغ دس يؼبدنّ لاپلاط فذق يي كُذ دس َتيجّ ايٍ تبثغ ْبسيَٕيك اعت 

 : داسيى x ٔ y ثب دٔثبس يؾتك گيشي اص دٔ يتغيشِ 2𝑥𝑦جٓت يؼبدنّ 

∂u

∂x
= 2𝑦  &  

𝜕2u

∂x2
= 0 

∂u

∂y
= 2x  &  

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 

 .ثب تٕجّ ثّ يذبعجبت فٕق ايٍ تبثغ دس يؼبدنّ لاپلاط فذق يي كُذ دس َتيجّ ايٍ تبثغ ْبسيَٕيك اعت 

جٓت يؼبدنّ 
1

2
ln(𝑥2 + 𝑦2) ِثب دٔثبس يؾتك گيشي اص دٔ يتغيش x ٔ y داسيى : 

∂u

∂x
=

x

x2 + y2
  &  

∂2u

∂x2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
 

∂u

∂y
=

y

x2 + y2
  &  

∂2u

∂y2
=

x2 − y2

 x2 + y2 2
 

 .ثب تٕجّ ثّ يذبعجبت فٕق ايٍ تبثغ دس يؼبدنّ لاپلاط فذق يي كُذ دس َتيجّ ايٍ تبثغ ْبسيَٕيك اعت 

  :(يشدٔج ْاريَٕيك  )تعزيف تاتع يشدٔج ًْظاس 

 . گفتّ يي ؽٕد u يك صٔج ًْغبص v  يك تبثغ تذهيهي ثبؽذ آَگبِ ثّ تبثغ f(Z)=u+jvاگش تبثغ 

  سا يؾخـ كُيذ ؟u ٔ v اعت ؟  u يضدٔج ًْغبص v  تبثغ f(Z)=𝑍2آيب تبثغ - 18يثبل 

f Z = x2 − y2 + j2xy 

=>    u = x2 − y2    &  𝑣 = 2𝑥𝑦 

𝑣يؼُي تبثغ  = 2𝑥𝑦  يضدٔج ًْغبص تبثغ 𝑢 = 𝑥2 − 𝑦2  .  اعت    
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  :uَحِٕ يحاطثّ يشدٔج ًْظاس تاتع 

. يي ثبيغتي خٕد ًْغبص ثبؽذ دس ايٍ فٕست ثشاي يذبعجّ يضدٔج ًْغبص آٌ كبفي اعت اص ؽشايظ كٕؽي سيًبٌ اعتفبدِ كُيى uتبثغ   

𝑢يضدٔج تبثغ ًْغبص - 19يثبل  = 𝑥2 − 𝑦2سا يذبعجّ كُيذ ؟  

 :پظ ثبيذ دس يؼبدنّ لاپلاط فذق كُذ . اثتذا ثبيغتي تذميك كُيى كّ آيب ايٍ تبثغ ًْغبص اعت يب خيش 

∂u

∂x
= 2𝑥  &  

𝜕2u

∂x2
= 2 

∂u

∂y
= −2𝑦  &  

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −2 

U تبثؼي ًْغبص اعت پظ اص ساثطّ كٕؽي سيًبٌ ثشاي يذبعجّ يضدٔج ًْغبص اعتفبدِ يي كُيى :  

𝜕u

∂x
=

∂v

∂y
   =>   2𝑥 =

∂v

∂y
    =>    𝑣 = 2𝑥𝑦 + 𝑓 x  

𝜕u

∂y
= −

∂v

∂x
    =>    −2𝑦 = 𝑓′ 𝑥     =>     𝑓 𝑥 = 𝑐 

=>      𝑣 = 2𝑥𝑦 + 𝑐 

𝑢ألا ثبثت كُيذ تبثغ - 20يثبل  = 𝑦3 − 3𝑥2𝑦 ًٌْغبص اعت ؟ ثبَيب يضدٔج ًْغبص آٌ سا ثيبثيذ ؟ ثبنثب تبثغ تذهيهي يتُبظش ثب تبثغ فٕق سا ثيب 

 كُيذ ؟

∂u

∂x
= −6𝑥𝑦  &  

𝜕2u

∂x2
= −6y 

∂u

∂y
= 3y2   &  

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 6𝑦 

 . ًْغبص اعت uدس َتيجّ تبثغ 

𝜕u

∂x
=

∂v

∂y
   =>   −6𝑥𝑦  =

∂v

∂y
    =>    𝑣 = −3𝑥2𝑦 + f x  

𝜕u

∂y
= −

∂v

∂x
    =>    3𝑦2 − 3𝑥2 = 3𝑦2 − 𝑓′ 𝑥     =>     𝑓 𝑥 = 3𝑥2 

=>      𝑣 = −3𝑥2𝑦 + 3𝑥2 + 𝑐 

𝑓 𝑍 = 𝑦3 − 3𝑥2𝑦 + 𝑗 −3𝑥2𝑦 + 3𝑥2 + 𝑐  
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 :خلاصّ 

Z1 ± Z2 =  𝑎1 ± 𝑎2 + 𝑗 𝑏1 ± 𝑏2  

𝑍1 ∗ Z2 = r1r2∢θ1 + θ2 

Z1

Z2

=
r1

r2

∢θ1 − θ2 

 Z
n

= Z
1

n =  rn  cos
θ + 2kπ

n
+ j sin

θ + 2kπ

n
  

𝑙𝑛 𝑍 = 𝑙𝑛 𝑟 + 𝑗 𝜃 ± 2𝑘𝜋                &  𝑘𝜖𝑧 

𝑍𝑍 =  𝑟𝑎𝑒𝑗𝑎𝜃   𝑟𝑏𝑗 𝑒−𝑏𝜃  

𝑠𝑖𝑛 𝑍 = 𝑠𝑖𝑛 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝑏 + 𝑗 𝑠𝑖𝑛 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝑎 

cos Z = cos a cosh b − 𝑗 sinh𝑏 sin𝑎 

tan𝑍 =
sin Z

cos Z
= tan a − cot a 

cot 𝑍 =
cos Z

sin Z
= cot a − tan a 

 :ؽشايظ يؾتك پزيشي تبثغ يختهظ 

1- u ٔ v تٕاثؼي پيٕعتّ ثبؽُذ . 

2- 
𝜕u

∂x
=

∂v

∂y
      ٔ     

𝜕u

∂y
= −

∂v

∂x
 

 :يذبعجّ يؾتك تٕاثغ يختهظ 

 ثب اعتفبدِ اص فشيٕل ْبي يؼشٔف يؾتك دس فٕست ايكبٌ  -1

2- f ′ 𝑍 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑗

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

3- f ′ 𝑍 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑗

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

 . َبييى اگش ايٍ تبثغ دس ايٍ َمطّ ٔ يك ًْغبيگي آٌ يؾتك پزيش ثبؽذ 𝑍0 تبثؼي سا تذهيهي دس يك َمطّ يبَُذ   :(آَبنيتيك  )تبثغ تذهيهي 

 . تبثؼي كّ دس ًّْ جب تذهيهي ثبؽذ تبثغ تبو گفتّ يي ؽٕد  :(كبيم  )تبثغ تبو 

:  داؽتّ ثبؽيى u اگش ثشاي تبثغ  :تؼشيف يؼبدنّ لاپلاط 
𝜕2u

∂x2 +
𝜕2u

∂y2 +
𝜕2u

∂z2 + ⋯ =  .ثّ يؼبدنّ فٕق يؼبدنّ لاپلاط گٕييى   . 0

 . افطلادب ًْغبص يب ْبسيَٕيك گٕييى اگش ايٍ تبثغ دس يؼبدنّ لاپلاط فذق كُذ u ثّ تبثؼي يبَُذ  :(ْبسيَٕيك  )تؼشيف تبثغ ًْغبص 

 . گفتّ يي ؽٕد u يك صٔج ًْغبص v  يك تبثغ تذهيهي ثبؽذ آَگبِ ثّ تبثغ f(Z)=u+jv اگش تبثغ  :(يضدٔج ْبسيَٕيك  )تؼشيف تبثغ يضدٔج ًْغبص 

 يي ثبيغتي خٕد ًْغبص ثبؽذ دس ايٍ فٕست ثشاي يذبعجّ يضدٔج ًْغبص آٌ كبفي اعت اص ؽشايظ uتبثغ  :uَذِٕ يذبعجّ يضدٔج ًْغبص تبثغ 

 .كٕؽي سيًبٌ اعتفبدِ كُيى 
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 :تًزيُات آخز فصم 

 يؼبدلات صيش سا دم كُيذ ؟

1) 𝑍6 − 1 = 0 

2) 𝑍6 + 1 = 0 

3) 𝑍10 −  1 + j = 0 

4) 𝑍3 + 2 = 0 

5) 9𝑍
3

4 + 𝑗 = 0 

 يمبديش صيش سا ثذعت آٔسيذ ؟

1) Ln(-1-j) 

2) Ln(-5) 

3)  1 + 𝑗 𝑗  

4) 𝑗 1+𝑗   

sin2𝑍اثجبت كُجذ آيب   + 𝑐𝑜𝑠2𝑍 =    ؟1

sinhيمبديش   𝑍   &   cosh Zسا ثذعت آٔسيذ ؟   

 تذميك كُيذ كذاييك اص تٕاثغ صيش ْبسيَٕيك اعت ؟

1) 𝑢 = 𝑒𝑥 cos𝑦 

2) 𝑢 = 𝑒𝑥  𝑠𝑖𝑛𝑦 

3) 𝑢 = 𝑥3 − 3𝑥2𝑦 

4) 𝑢 = 𝑥 − 𝑦2 
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 چٓاروفصم 

 اَتگزال يختهط

 :اَتگشال يختهظ سا يي تٕاٌ ثّ دٔ ثخؼ كهي صيش تمغيى ًَٕد 

 :اَتگشا ل گيشي تٕاثغ يختهظ سٔي يغيشْبي ثبص  (انف 

 f z 
 c 

𝑑𝑧 

 

 

 

 

 

 

 :اَتگشال گيشي تٕاثغ يختهظ سٔي يغيشْبي ثغتّ  (ة 

 f z 𝑑𝑧 

 

 

 

 

 يثهثبتي( َبفشِ دميمي ج ( انكتشٔيغُبطيظ ة  ( انف :كارتزد اَتگزال يختهط 

  :يحاطثّ اَتگزال ْاي يختهط رٔي يظيز ْاي تاس 

 تذهيهي ثبؽذ آَگبِ ايٍ اَتگشال لضيّ ثغتگي َذاسد ٔ فمظ ثّ َمبط اثتذا ٔ اَتٓب c سٔي يغيش ثبص f(z) اگش اَتگشال يختهظ :لضيّ كٕشي ريًاٌ 

 .ٔاثغتّ اعت 
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𝑧2dz - 1يثبل 
(c)

  سا سٔي يُذُي صيش ثذعت آٔسيذ ٔ لضيّ اَتگشال كٕؽي سيًبٌ سا تذميك كُيذ ؟

 

                                                                                                  1  

 

                                                               1                                                                         

 

𝑧 = 𝑥 + 𝑗𝑦     =>     𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 + 𝑗𝑑𝑦 

 𝑧2𝑑𝑧 =    x + jy 2 dx + jdy  =    𝑥2 − 𝑦2 + 𝑗2𝑥𝑦  𝑑𝑥 + 𝑗𝑑𝑦  =
2

3
 −1 + 𝑗  

 :ثب اعتفبدِ اص لضيّ اَتگشال كٕؽي ٔ ثب تٕجّ ثّ ايُكّ تبثغ تذهيهي اعت داسيى 

 z2 𝑑𝑧 =
𝑧3

3
 

 : يي ثبؽذ ٔ ثب جبيگزاسي دس پبعخ اَتگشال داسيى j+1:  ٔ اَتٓب 0j+0:  لاصو ركش اعت َمطّ اثتذا 

=>    
 1 + 𝑗 3

3
− 0    =>    z2 dz =

1 + 𝑗3 + 3 ∗ 13 ∗ 𝑗 + 3 ∗ 1 ∗ 𝑗3

3
=

1 − 𝑗 + 3𝑗 − 3

3
=

2

3
 −1 + 𝑗  

  ؟f(z)=zيطهٕثغت يذبعجّ اَتگشال تبثغ - 2يثبل 

 

                                                             𝑧1                                    1  

 

                                                               5                                         -1   𝑧2                                                       

 :  سٔي يغيش فٕق تذهيهي اعت پظ كبفي اعت اص اَتگشال كٕؽي اعتفبدِ كُيى f(z)=zچٌٕ تبثغ 

 z𝑑𝑧 =
𝑧2

2
 

z2 )ثب لشاس دادٌ ثبصِ اَتگشال  = −1 + 𝑗  ٔ  z1 = 5 + 𝑗 )  خٕاْيى داؽت: 

 z 𝑑𝑧 =
 −1 2

2
−

 5 + 𝑗 2

2
=

−23 − 10𝑗

2
 

. تذهيهي َجبؽذ ديگش ًَي تٕاٌ اص ايٍ لضيّ ثشاي يذبعجّ اَتگشال اعتفبدِ ًَٕد ٔ دتًب ثبيذ يغيش دس َظش گشفتّ ؽٕد w=f(z)اگش تبثغ   
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= 𝑓 𝑧يطهٕثغت يذبعجّ اَتگشال تبثغ - 3يثبل 
1

𝑧
  سٔي يغيش صيش ؟

 

                                                                                    1 

                                                             

                                                                             1 𝑧1                              -1   𝑧2                                                       

= 𝑓 𝑧چٌٕ تبثغ 
1

𝑧
ٔ چٌٕ يُذُي دادِ ؽذِ َيى دايشِ اعت تبثغ سا ثّ .  يك تبثغ تذهيهي َيغت پظ ًَي تٕاٌ اص اَتگشال كٕؽي اعتفبدِ ًَٕد 

 :فٕست لطجي تجذيم يي كُيى 

𝑧 = 𝑒𝑗𝜃     =>     𝑑𝑧 = 𝑗𝑒𝑗𝜃 𝑑𝜃 

=>      
1

𝑧

𝜋

0

𝑑𝑧 =   
1

𝑒𝑗𝜃

𝜋

0

𝑗𝑒𝑗𝜃 𝑑𝜃 = 𝑗𝜋 

 :يحاطثّ اَتگزال ْاي يختهط رٔي يُحُي ْاي تظتّ 

.دس َظش يي گيشيى  (جٓت دايشِ يثهثبتي  )ثّ طٕس لشاسدادي سٔي يك يُذُي ثغتّ جٓت دشكت سا ثّ ؽكم پبدعبػتگشد   

 تذهيهي ثبؽذ آَگبِ دبفم اَتگشال سٔي يغيش ثغتّ  ٔ دس داخم آcٌ سٔي يُذُي ثغتّ  f(z) اگش تبثغ :لضيّ اَتگزال كٕشي رٔي يُحُي تظتّ 

 .ثشاثش ففش اعت 

 ثيبٌ كُيذ ثب تٕجّ ثّ لضيّ فٕق كذاييك اص اَتگشال ْبي صيش سٔي يُذُي ثغتّ دادِ ؽذِ ففش اعت ؟- 4يثبل 

1)  z2 dz = 0 

 . در ًّْ جب تحهيهي اطت پض حبصم اَتگزال آٌ رٔي ْز يظيز ثظتّ      صفز اطت 𝑧2چٌٕ تبثع 

                                                                                     

                                                             

                                                                                                                                                               

 

 

2)  
1

z
dz = 0 

تبثع 
1

z
 . در ًّْ جب ثّ جش يجذا تحهيهي اطت ثُبثزايٍ ٔ ثب تٕجّ ثّ لضيّ اَتگزال         كٕػي رٔي يُحُي ثظتّ ثزاثز صفز اطت
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3)  
1

𝑧
𝑑𝑧 ≠ 0 

 .چٌٕ يُحُي ثظتّ يجذا را كّ در آَجب تحهيهي اطت در ثز گزفتّ اطت 

                                                                                     

                                                             

                                                                                                                                                               

 

 

4)  
1

𝑧2−1
𝑑𝑧 ≠ 0 

ٔ ثب تٕجّ ثّ لضيّ           اَتگزال كٕػي رٔي يظيز ثظتّ پبطخ  (- 1ٔ 1َمبط  )ايٍ تبثع داراي دٔ َمغّ غيز تحهيهي اطت 

 .يخبنف صفز اطت 

                                                                                     

                                                             

                                                                                                                                                               

                                                                                                    

 

5)  
1

𝑧2−1
𝑑𝑧 = 0 

 .در يُحُي ثظتّ َيظت - 1ٔ 1ثزاثز صفز اطت چٌٕ َمبط غيز تحهيهي 

                                                                                     

                                                             

                                                                                                                                                                                                                  

 

 

6)  𝑧∗ 𝑑𝑧 ≠ 0 

ايٍ تبثع در ْيچ كجب يؼتك پذيز َيظت پض در ْيچ كجب تحهيهي َيظت ٔ حبصم          اَتگزال آٌ رٔي ْز يظيز ثظتّ يخبنف 

 (ًَي تٕاٌ يمذار آَزا اس لضيّ فٕق صفز فزض ًَٕد  )صفز اطت 
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z َؾبٌ دْيذ كّ دبفم اَتگشال - 5يثبل  𝑑𝑧صيش سٔي يغيش يفشٔك ففش اعت ؟  

 

                                                                              𝑐3         

                                                                

                                                              𝑐2                                𝑐4                                                                                    

      

        𝑐1 

:يي داَيى دبفم اَتگشال طجك لضيّ كٕؽي ففش اعت ايب يي خٕاْيى ايٍ لضيّ سا دس يٕسد ايٍ يثبل اثجبت كُيى   

 z 𝑑𝑧 =  z
c1

𝑑𝑧 +  𝑧
𝑐2

𝑑𝑧 +  𝑧
𝑐3

𝑑𝑧 +  𝑧
𝑐4

𝑑𝑧 

𝑧 = 𝑥 + 𝑗𝑦     =>   𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 = 𝑗𝑑𝑦 

 . يي تٕاٌ ثّ ايٍ َتيجّ سعيذ كّ دبفم اَتگشال ثشاثش ففش خٕاْذ ثٕد z ٔ dzثب جبيگزاسي ػجبسات 

∗z جٕاة اَتگشال  - 6يثبل  𝑑𝑧سا سٔي يغيش صيش يذبعجّ ٔ دس يٕسد آٌ ثذث كُيذ ؟  

 

                                                                               

                                                                

                                                               

 

 :چٌٕ يُذُي دادِ ؽذِ دايشِ اعت اص دبنت لطجي اعتفبدِ يي كُيى 

z∗ = e−jθ      &    𝑑𝑧 = 𝑗ejθdθ 

=>       e−jθ jejθdθ =  j dθ = j  dθ
2π

0

     =>     z∗ dz = 2πj 

ثّ ػُٕاٌ يثبل دس يثبل لجم اگش جٓت دس جٓت عبػتگشد ثٕد جٕاة . ػٕك ؽذٌ جٓت يغيش ػلايت جٕاة سا تغييش يي دْذ : َكتّ 

−2π𝑗 يي ؽذ . 

 :يحاطثّ اَتگزال ْاي تٕاتع غيز تحهيهي رٔي يظيز ْاي تظتّ تا اطتفادِ اس لضيّ ياَذِ ْا 

.لضيّ يبَذِ ْب ساِ دم عبدِ اي ثشاي يذبعجّ اَتگشال تٕاثغ يختهظ غيش تذهيهي سٔي يغيش ْبي ثغتّ اسيّ يي ًَبيذ   

 f z dz = 2πj   Res f z    

  :𝒛𝟎 در َمطّ اي ياَُذ f(z)تعزيف ياَذِ يك تاتع ياَُذ 

𝑧  دس َمطّ f(z)اگش تبثغ  (انف  = 𝑧0 ّداساي سيؾّ عبدِ ثبؽذ كبفي اعت جًه 𝑧 − 𝑧0 سا دزف ًَٕدِ ٔ دس ثميّ ػجبسات ثّ جبي z ْب 𝑧0 

 .لشاس دْيى 
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𝑧  دس َمطّ f(z)اگش  (ة  = 𝑧0 ّداساي سيؾّ تكشاسي اص دسج n ثبؽذ آَگبِ كبفي اعت ػجبست (𝑧 − 𝑧0)n سا دزف ًَٕدِ اص كم ػجبست 

n-1 ثبس يؾتك گشفتّ ٔ ثش (n-1)! تمغيى ًَبييى . 

𝑅𝑒𝑠  
𝑞 𝑧 

 𝑧 − 𝑧0 
n
 =

𝑞 𝑧 𝑛−1

 𝑛 − 1 !
 

= 𝑓 𝑧يبَذِ تبثغ   - 7يثبل 
𝑧−1

𝑧 𝑧+1  𝑧−2 (𝑧+2)
  سا دس تًبو َمبط غيش تذهيهي آٌ يذبعجّ كُيذ ؟

 :يي ثبؽذ نزا يبَذِ تبثغ سا دس ايٍ َمبط يذبعجّ يي كُيى - 2 ٔ 2ٔ - 1تبثغ فٕق داساي سيؾّ ْبي ففش ٔ 

𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧  =
−1

1 −2  2 
=

1

4
 

𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧  =
−1 − 1

−1 −1 − 2  −1 + 2 
=

2

3
 

𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧  =
2 − 1

2 2 + 1  2 + 2 
=

1

12
 

𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧  =
−2 − 1

−2 −2 + 1  −2 − 2 
=

3

8
 

= 𝑓 𝑧يبَذِ تبثغ   - 8يثبل 
𝑧−1

𝑧(𝑧−2)2سا دس تًبو َمبط غيش تذهيهي آٌ يذبعجّ كُيذ ؟  

 : يي ثبؽذ نزا يبَذِ تبثغ سا دس ايٍ َمبط يذبعجّ يي كُيى 2تبثغ فٕق داساي سيؾّ ْبي ففش ٔ 

𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧  =
0 − 1

 0 − 2 2
= −

1

4
 

𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧  =
 
𝑧−1

𝑧
 
′

 2 − 1 !
=

1

4
 

= 𝑓 𝑧يبَذِ تبثغ   - 9يثبل 
𝑧−1

𝑧2(𝑧−1)2سا دس تًبو َمبط غيش تذهيهي آٌ يذبعجّ كُيذ ؟  

 : يي ثبؽذ نزا يبَذِ تبثغ سا دس ايٍ َمبط يذبعجّ يي كُيى 1تبثغ فٕق داساي سيؾّ ْبي ففش ٔ 

𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧  =
 

𝑧+1

 𝑧−1 2
 
′

1!
= −1 

𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧  =
 
𝑧+1

𝑧2
 
′

1!
= −3 

 دبل ثب اعتفبدِ اص لضيّ يبَذِ ْب ٔ فشيٕل 

 f z dz = 2πj   Res f z    

.دس جٓت دايشِ يثهثبتي يي تٕاٌ جٕاة ْش اَتگشال تبثغ يختهظ سا سٔي ْش يغيش ثغتّ دنخٕاِ سا ثذعت آٔسد   
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 :كارتزد اَتگزال ْاي يختهط 

.  ثؼضي اص اَتگشال ْبي َبفشِ دميمي سا يي تٕاٌ ثب اعتفبدِ اص اَتگشال يختهظ دم ًَٕد:يحاطثّ اَتگزال ْاي َاصزِ حميمي  (انف 

 فشك كُيذ ثخٕاْيى اَتگشال 
p(x)

q(x)

∞

−∞
𝑑𝑥 سا دم كُيى كّ اَتگشال تبثغ 

p(x)

q(x)
 يٕجٕد َيغت يب ًَي تٕاٌ تبثغ أنيّ اي ثشاي آٌ پيذا ًَٕد دس 

 . داساي ؽشايظ صيش ثبؽُذ يي تٕاٌ ثب تجذيم ايٍ اَتگشال ثّ يك اَتگشال يختهظ دم سا ايكبَپزيش ًَٕد p(x) ٔ q(x)ايٍ دبنت اگش 

1- P(x) ٔ q(x) يثم  ) َغجت ثّ ْى اص دسجّ أل ثبؽُذ
1

x+1
)  

2- q(x)=0 فمظ سيؾّ ْبي يختهظ داؽتّ ثبؽذ . 

.اگش ايٍ ؽشايظ تٕايب ثشلشاس ثبؽُذ آَگبِ اص فشيٕل صيش ثشاي يذبعجّ اَتگشال َبفشِ يفشٔك اعتفبدِ ًَٕد   

 
p x 

q x 

∞

−∞

𝑑𝑥 =  
𝑝 𝑧 

𝑞 𝑧 
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑗   𝑅𝑒𝑠  

𝑝 𝑧 

𝑞 𝑧 
   

  ثب اعتفبدِ اص فشيٕل فٕق جٕاة اَتگشال – 10يثبل 
2x2−1

x4+5x2+4

∞

−∞
𝑑𝑥سا ثذعت آٔسيذ ؟  

2𝑥2 − 1 = 0     =>    x2 =
1

2
 

لشاس دادٌ 
1

2
ثب تٕجّ ثّ .  يخشج ثّ فٕست ثخؼ پزيش اعت –دس فٕست ففش ؽذٌ .  دس يخشج 

1

2
 يخشج ثّ فٕست ثخؼ پزيش َيغت ٔ 

 .ؽشط أل فبدق اعت 

x2 = 𝑋    =>   X2 + 5𝑋 + 4   =>    𝑋 =
−5 ±  25 − 16

2
= −4 &1 

 خٕاْذ ثٕد ٔ ثب تٕجّ ثّ فشيٕل فٕق فمظ يمبديش يثجت دس َظش گشفتّ يي ؽٕد ٔ ؽشط دٔو 2𝑗 ٔ ±𝑗±دس َتيجّ سيؾّ ْبي يخشج ثشاثش 

 .َيض فبدق اعت 

=>    
2x2 − 1

x4 + 5x2 + 4

∞

−∞

𝑑𝑥 =  
2z2 − 1

z4 + 5z2 + 4
𝑑𝑧 =  

2z2 − 1

 𝑧 + 2𝑗  𝑧 + 𝑗  𝑧 − 𝑗  𝑧 − 2𝑗 
𝑑𝑧 

= 2𝜋𝑗  
2𝑗2

 𝑗 + 2𝑗  𝑗 + 𝑗  𝑗 − 2𝑗 
+

2 2𝑗 2 − 1

 2𝑗 + 2𝑗  2𝑗 + 𝑗  2𝑗 − 𝑗 
 = 2𝜋𝑗  

−3

6𝑗2 −𝑗 
+

−9

12𝑗2𝑗
 =

𝜋

2
 

 . دس يذبعجبت دزف ؽٕد j دميمي ثبؽذ ٔ ثبيغتيپبعخ ايٍ گَّٕ اَتگشال ْب : َكتّ 

 دبفم اَتگشال - 11يثبل 
1

x2+1

∞

0
𝑑𝑥سا ثب اعتفبدِ اص سٔػ يؼًٕل ٔ سٔػ فٕق ثذعت آٔسيذ ؟  

 :سٔػ يؼًٕل 

 
𝑑𝑥

𝑥2 + 1

∞

0

= 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 =
𝜋

2
 

 :سٔػ فٕق 

 
1

𝑥2 + 1

∞

0

𝑑𝑥 =
1

2
 

1

𝑥2 + 1

∞

−∞

𝑑𝑥 

 دس 
1

x2+1

∞

−∞
𝑑𝑥  دٔ ؽشط ثشلشاس اعت ٔ داسيى : 

 
1

𝑧2 + 1
𝑑𝑧 =  

1

 𝑧 − 𝑗  𝑧 + 𝑗 
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑗 𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧   = 𝜋 
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=>    
1

x2 + 1

∞

0

𝑑𝑥 =
1

2
 

1

x2 + 1

∞

−∞

𝑑𝑥 =
𝜋

2
 

صٔج : َكتّ 
a

−𝑎
= 2  

a

0
 

  يُظٕس دم اَتگشال ْبيي ثّ فٕست :يحاطثّ اَتگزال ْاي يثهثاتي  (ب 
p(x)

q(x)

∞

−∞
cos αx 𝑑𝑥  ٔ   

p(x)

q(x)

∞

−∞
sin αx 𝑑𝑥 يي ثبؽذ   .

 . داساي ؽشايظ لجم ثبؽُذ يي تٕاٌ ايٍ دٔ اَتگشال خبؿ سا َيض اص سٔػ يختهظ دم ًَٕد p(x) ٔ q(x)اگش دس ػجبست فٕق َيض 

 
p x 

q x 

∞

−∞

cosαx 𝑑𝑥 = 𝑅𝑒  2𝜋𝑗 𝑅𝑒𝑠
𝑝 𝑧 

𝑞 𝑧 
𝑒𝑗𝛼𝑧   

 
p x 

q x 

∞

−∞

sin αx 𝑑𝑥 = 𝐼𝑚  2𝜋𝑗 𝑅𝑒𝑠
𝑝 𝑧 

𝑞 𝑧 
𝑒𝑗𝛼𝑧   

 - 12يثبل 
cos x

x2+1

∞

−∞
𝑑𝑥 =? 

=  
1

x2 + 1
cos x

∞

−∞

𝑑𝑥 = 𝑅𝑒  2𝜋𝑗 𝑅𝑒𝑠  
1

𝑧2 + 1
ejz   = Re  2πj Res  

1

 z − j  z + j 
ejz   =

𝜋

e
 

 - 13يثبل 
1

(x2+1)2 sin 3x
∞

−∞
𝑑𝑥 =? 

Sin 3x ٔ فشد 
1

(x2+1)2 صٔج اعت ٔ دبفهضشة ايٍ دٔ تبثغ فشد اعت دس َتيجّ اَتگشال تبثغ فشد دس ثبصِ يُفي ثي َٓبيت ٔ ثي َٓبيت 

 .ففش اعت 

= 𝐼𝑚  2𝜋𝑗 𝑅𝑒𝑠 
1

 𝑧2 + 1 2
𝑒𝑗3𝑧  

 :  يذبعجّ ًَبييى  j يي ثبؽذ ٔ ثب تٕجّ ثّ تؼشيف فٕق فمظ كبفي اعت يبَذِ تبثغ فٕق سا دس j ٔ –jسيؾّ ْبي يخشج 

𝑅𝑒𝑠  
1

 𝑧 − 𝑗 2 𝑧 + 𝑗 2
𝑒𝑗3𝑧 =

 
1

 𝑧+𝑗  2 𝑒
𝑗3𝑧 

′

1!
=

𝑗  
−12

𝑒3 −
4

𝑒3
 

16
 

=>     
1

 x2 + 1 2
sin 3x

∞

−∞

𝑑𝑥 = Im  2πj
𝑗  

−12

𝑒3 −
4

𝑒3
 

16
 = 0 
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 :خلاصّ 

 تذهيهي ثبؽذ آَگبِ ايٍ اَتگشال لضيّ ثغتگي َذاسد ٔ فمظ ثّ َمبط اثتذا ٔ اَتٓب c سٔي يغيش ثبص f(z) اگش اَتگشال يختهظ :لضيّ كٕشي ريًاٌ 

 .ٔاثغتّ اعت 

 تذهيهي ثبؽذ آَگبِ دبفم اَتگشال سٔي يغيش ثغتّ  ٔ دس داخم آcٌ سٔي يُذُي ثغتّ  f(z) اگش تبثغ :لضيّ اَتگزال كٕشي رٔي يُحُي تظتّ 

 .ثشاثش ففش اعت 

 𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 2𝜋𝑗   𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧    

  :𝒛𝟎 در َمطّ اي ياَُذ f(z)تعزيف ياَذِ يك تاتع ياَُذ 

𝑧  دس َمطّ f(z)اگش تبثغ  (انف  = 𝑧0 ّداساي سيؾّ عبدِ ثبؽذ كبفي اعت جًه 𝑧 − 𝑧0 سا دزف ًَٕدِ ٔ دس ثميّ ػجبسات ثّ جبي z ْب 𝑧0 

 .لشاس دْيى 

𝑧  دس َمطّ f(z)اگش  (ة  = 𝑧0 ّداساي سيؾّ تكشاسي اص دسج n ثبؽذ آَگبِ كبفي اعت ػجبست (𝑧 − 𝑧0)n سا دزف ًَٕدِ اص كم ػجبست 

n-1 ثبس يؾتك گشفتّ ٔ ثش (n-1)! تمغيى ًَبييى . 

𝑅𝑒𝑠  
𝑞 𝑧 

 𝑧 − 𝑧0 
n
 =

𝑞 𝑧 𝑛−1

 𝑛 − 1 !
 

 

 :كارتزدْاي اَتگزال ْاي يختهط 

 فمظ سيؾّ ْبي يختهظ داؽتّ q(x)=0&  َغجت ثّ ْى اص دسجّ أل ثبؽُذ P(x) ٔ q(x) ثب ؽشايظ :يحاطثّ اَتگزال ْاي َاصزِ حميمي  (انف 

 .ثبؽذ 

 
p x 

q x 

∞

−∞

𝑑𝑥 =  
𝑝 𝑧 

𝑞 𝑧 
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑗   𝑅𝑒𝑠  

𝑝 𝑧 

𝑞 𝑧 
   

 

  ثب ؽشايظ فٕق :يحاطثّ اَتگزال ْاي يثهثاتي  (ب 

 
p x 

q x 

∞

−∞

cosαx 𝑑𝑥 = 𝑅𝑒  2𝜋𝑗 𝑅𝑒𝑠
𝑝 𝑧 

𝑞 𝑧 
𝑒𝑗𝛼𝑧   

 
p x 

q x 

∞

−∞

sin αx 𝑑𝑥 = 𝐼𝑚  2𝜋𝑗 𝑅𝑒𝑠
𝑝 𝑧 

𝑞 𝑧 
𝑒𝑗𝛼𝑧   
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 :تًزيُات آخز فصم 

= 𝑓 𝑧اَتگشال تبثغ  𝑧2 +   سا سٔي يغيش ْبي صيش يذبعجّ كُيذ ؟2

 

                                                                                                  1         

                                                                

                                                               

    

                                                            2         

 

 

                                                                  

 

 

                                                               

 

 

 

 

 حبصم اَتگزال ْبي سيز را ثذطت آٔريذ ؟

1)  
1

𝑥4+1

∞

−∞
𝑑𝑥 

2)  
cos 2𝑥

 𝑥2+1 2

∞

0
𝑑𝑥 

3)  
𝑥2

𝑥4+1

∞

−∞
𝑑𝑥 
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 :پارِ اي تثذيلات يٕرد َياس 

sin α cosβ =
1

2
 sin 𝛼 + 𝛽 + sin 𝛼 − 𝛽   

sin(2𝑘𝜋 −
𝑘𝜋

2
) = sin −

𝑘𝜋

2
  

sin −𝛼 = − sin α 

sin  
𝜋

2
− α = cosα 

cos −𝛼 = cos α 

sin  
𝜋

2
+ α = cosα 

cos𝑎 cos𝑏 =
1

2
 cos 𝑎 + 𝑏 + cos 𝑎 − 𝑏   

cos𝜃 =
𝑒𝑗𝜃 + 𝑒−𝑗𝜃

2
 

sin𝜃 =
𝑒𝑗𝜃 − 𝑒−𝑗𝜃

2𝑗
 

sinh𝜃 =
𝑒𝜃 − 𝑒−𝜃

2
 

cosh𝜃 =
𝑒𝜃 + 𝑒−𝜃

2
 

sin 𝐴 ± 𝐵 = sin 𝐴 cos 𝐵 ± cos𝐴 sin 𝐵 

cos 𝐴 ± 𝐵 = cos𝐴 cos𝐵 ± sin 𝐴 sin𝐵 

sin 𝐴 sin𝐵 =
1

2
(cos 𝐴 − 𝐵 − cos( 𝐴 + 𝐵)) 

𝑠𝑖𝑛2𝐴 =
1

2
−

1

2
cos 2𝐴 

𝑐𝑜𝑠2𝐴 =
1

2
+

1

2
cos 2𝐴 
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